1. Die klassische Hamilton-Funktion eines eindimensionalen harmonischen Oszillators der
Masse m und der Kreisfrequenz w lautet
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H = 2

worin p der Impuls und x die Ortsvariable sind. Damit ergibt sich die klassische
Wahrscheinlichkeitsdichte im (zweidimensionalen) Phasenraum zu
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mit 3 = (kBT)_l, kp Boltzmann-Konstante und 7' Temperatur. Fiir diese Aufgabe

bendtigen Sie
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Das Integral ffooo er*QQyQ dy kann man durch Differentiation nach « herleiten.

(a) Bestimmen Sie die Normierungskonstante Z, die Zustandssumme, so dass die

Normierungsbedingung
/ / o(p,x) dpdz =1
erfiillt ist.

(b) Berechnen Sie die thermodynamischen Mittelwerte
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der kinetischen und der potentiellen Energie und den thermodynamischen Mittelwert (E)
der gesamten Energie.

und

2. Quantenmechanisch sind die Energieeigenwerte eines eindimensionalen harmonischen
Oszillators der Kreisfrequenz w gegeben durch
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worin n alle Werte n = 0,1,2,3,--- annimmt. Der Zustand F,, ist mit der Wahrschein-
lichkeit
On = Z 71676En

besetzt mit § = (kBT)_l, kp Boltzmann-Konstante und 7" Temperatur.
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(a) Zeigen Sie, dass die Normierungsbedingung
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den Ausdruck )
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fiir die Zustandssumme ergibt.

(b) Zeigen Sie, dass der thermodynamische Erwartungswert

<E> = Z EnQn
n=0

der Energie auf die Form

(E) = %‘} {1%— eﬁh“’%l] = h—wcoth (@)

gebracht werden kann. Bestimmen Sie die Grenzwerte von (E) fuer sehr niedrige und sehr
hohe Temperaturen.

3. Der thermodynamische Mittelwert der Energie eines quantenmechanischen Systems mit
Energieeigenwerten E,, ist gegeben durch

(E) =Y Enon,

worin
On = Z_le_BEn

Z = Ze’ﬁEn .

und

(a) Zeigen Sie

(b) Zeigen Sie auch
o iz (B )

(c) Die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte ¢ im Phasenraum eines Systems aus N

2



Teilchen kann als Funktion der dreidimensionalen Ortskoordinaten r; und Impulse p;,
1 =1,2,---, N, der Teilchen geschrieben werden, wenn keine Nebenbedingungen vorliegen.
Damit hat man ¢ = p(R, P) bei Zeitunabhéngigkeit, worin die jeweils 3/N-dimensionalen
Vektoren R und P durch R = (r1,rg, -+, ry) und P = (p1, p2,- -, Pnv) gegeben sind. Die
Einteilchendichte o1 (x) (x dreidimensionale Ortsvariable) ist definiert als

N N
o1(x) = <Z5(X—I‘z‘)> = Z/(S(x—ri)g(R,P) dRdP ,

worin ¢ die dreidimensionale Dirac-Deltafunktion ist und die Integrationen iiber R und P
jeweils 3/N-dimensionale Integrationen sind.
Die Teilchen mogen sich in einem adusseren Potential der Gestalt

N
uext(R) = Zuext (I‘z)
i=1
befinden. Zeigen Sie, dass der thermodynamische Mittelwert
(Uext) = /uext(R)Q(R7P) dRdP

der ausseren potentiellen Energie in der Form

Uore) = / 01 (X)ttexs (X)

geschrieben werden kann.

4. Ein quantenmechanisches System moge drei nicht entartete Energieeiegenwerte —e, 0,
und € besitzen. T sei seine Temperatur.

(a) Geben Sie die Zustandssumme und die Besetzungswahrscheinlichkeiten o_., 09, und
0. fuer die drei Energiezustéande an.
(b) Leiten Sie Ausdriicke fiir die Helmholtzsche freie Energie F' und die Entropie S her.

(c) Zeigen Sie, dass die thermodynamische Energie von der Gestalt

sinh(fe)
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ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Warmekapazitit bei konstantem Volumen gegeben ist durch

Cv = 2kp ( ¢ )2 [12 + cosh(fe)

kT + 2cosh(Be)]*



