Eulers analytische Mechanik

Harald Iro

Eulers ’Analytisierung’ der Newtonschen Mechanik ist wesentlich fiir den Er-
folg dieser Theorie. Euler hat die Physik nicht nur als Mathematiker durch seine
konsequente Anwendung der Analysis bereichert, sondern auch neue physikali-
sche Konzepte und Vorstellungen in seiner Theorie der Rotationsbewegung des
starren Korpers ausgearbeitet. Auch fiir die heute selbstédndigen Disziplinen der
Hydrodynamik und der Elastizitétstheorie lieferte Euler grundlegende Beitrége.

Seine Leistungen auf dem Gebiet der Mechanik werden sehr unterschiedlich
eingeschitzt. In den Darstellungen der Geschichte der Mechanik von Lagrange!,
Duhem? und Mach?® spielt Euler eine eher unterbewertete Rolle, wihrend Trues-
dell Eulers physikalische Beitrdge z.B. im Vergleich mit Newton oder Lagrange
zu hoch einschitzt?. Die folgende Darstellung beschrinkt sich auf die analytische
Behandlung der Dynamik in mechanischen Systemen. Da die Himmelsmechanik,
also die Bewegung der Planeten und ihrer Monde, einerseits der Impulsgeber fiir
die Mechanik ist und andererseits ihr Priifstein, kommt man nicht umhin auch
darauf kurz einzugehen, auch wenn dieses Thema eine eigene Abhandlung erfor-
dert.

1 Newtons Mechanik

Vgl. die im Literaturverzeichnis angefithrte deutsche Ubersetzung der ’Méchanique
analitique’.

2P. Duhem, L’ évolution de la mécanique, J. Vrin, Paris 1992

3E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung — historisch kritisch dargestellt, F.A. Brock-
haus, Leipzig 1912

“Hier ist insbesondere seine Einleitung zu den unten angegebenen Opera omnia angespro-
chen. Truesdell rithmt Eulers Beitrige zur Mechanik starrer Kérper, zur Hydrodynamik und
zur Elastizitdtstheorie in vielen Veroffentlichungen; in manchen duflert er sich gleichzeitig in
vollkommen unakzeptabler Weise negativ iiber das Konzept der Punktmechanik. Daher ist es
interessant, dafl er Eulers erste Mechanik anscheinend nie ausfiihrlich kommentiert hat. Ei-
ne kurze Stelle iiber diese Mechanik in seinen ’Essays in the History of Mechanics’ enthélt
iibertriebene und falsche Feststellungen.
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Abbildung 1: Die Titelseite der von LeSeur und Jacquier kommentierten, dritten
Auflage von Newtons Principia

1.1 Die Principia

Isaac Newtons (1643-1727) mathematische Naturphilosophie (Philosophiae na-
turalis principia mathematica, 1687; kurz Principia), als Gegenposition zu René
Descartes (1596-1650) spekulativen philosophischen Prinzipien dargelegt in der
"Principia philosophiae’, geht von 3 Gesetzen der Bewegung und dem Gravitati-
onsgesetz als Grundlage fiir die Naturbeschreibung aus. Newton ist damit in der
Mechanik, der Mechanik der fliissigen Koérper (spiter Hydrodynamik) und der
Astronomie erfolgreich. Der Inhalt der beiden ersten Gesetze ist folgender:

Ein Korper, auf den keine Kraft wirkt, verharrt in Ruhe oder der
geradlinigen Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit. Wenn eine
Kraft auf den Korper wirkt, dann dndert sich sein Impuls proportional
zur Stédrke und in Richtung der einwirkenden Kraft.

Der Impuls p ist eine Kenngrofle fiir den Bewegungszustand eines Korpers: Er ist
das Produkt aus Masse m und Geschwindigkeit v des Korpers: p = mv; mangeln-
de Geschwindigkeit v kann durch Masse m wettgemacht werden und umgekehrt.



Der Begriff geht auf den Stofi von Kérpern zuriick (Descartes, Huygens®). Das
dritte Gesetz besagt, dafl die gegenseitige Kraftwirkungen zweier Koérper gleich
gro sind. Diese Gesetze sind die Grundlage fiir Newtons Mechanik und seine
Beschiftigung mit Fliissigkeiten.

Fiir die Anwendung seiner Gesetze auf die Bewegung der Planeten benétigt
Newton die Kraft zwischen zwei Himmelskorpern. Das von ihm bestimmte Gra-
vitationsgesetz besagt nun, dal die Kraft zwischen zwei Koérpern proportional zu
ihren Massen und indirekt proportional zum Quadrat ihres Abstandes ist. Newton
postuliert, daf§ diese Kraft nicht nur Gestirne sondern jeden Koérper mit Masse
betrifft; das ist Newtons Universalitdtsaxiom der Gravitation. Die Bewegungsge-
setze sind keine Schépfungen Newtons und auch diese Form der Gravitationskraft
wurde bereits zu Newtons Zeit vermutet. Es ist aber die Formulierung und die
Auswahl, die den Erfolg brachte. Besonders iiber die Gravitationskraft gab es
Diskussionen: Wie pflanzt sie sich fort? Braucht sie dazu ein Medium? Damit
verbunden ist das zweite Problem: die den bisherigen Erfahrungen im irdischen
"Labor’ widersprechende unmittelbare, unverzégerte Wirkung dieser neuen Kraft
auch iiber astronomische Distanzen hinweg. Insbesondere fiir die Cartesianer war
die mathematische Form keine Erklarung, sie bevorzugten Descartes spekulative
Wirbeltheorie seines mit Materie erfiillten Raumes. So hatten u.a. G. W. Leibniz
(1646-1716) und Huygens Erklarungen fiir die Gravitationswirkung; spater sollte
auch Euler eine solche veréffentlichen (De causa gravitationis, s. unten).

Da Newton die Gesetze verbal als Proportionen zwischen graphisch darstell-
baren Groflen formuliert hat, erfordert die Auswertung dieser Proportionen den
Bezug auf Abbildungen: In geometrischen Figuren werden die relevanten Grofien
als Strecken dargestellt und aus der Abbildung die Proportionen aufgestellt. Die
gekonnte Verwendung der Proportionen ist die sogenannte synthetische, geome-
trische Methode Newtons. Sie ist eher umsténdlich und fiir Algorithmen nicht
geeignet,.

Die Principia bestehen aus drei Biichern. Das erste Buch beschiftigt sich
mit dem Zusammenhang zwischen der auf einen Korper wirkenden Kraft und
seiner Bahn. Newton untersucht verschiedene Bahnformen und die entsprechen-
den Krifte. Dieses Buch ist die Wurzel der analytischen Mechanik. Das zweite
Buch beschiéftigt sich mit dem Verhalten von Koérpern in einem umgebenden,
widerstehenden Medium (Gas, Fliissigkeit) und mit dem Medium selbst. Newton
behandelt u.a. den Widerstand des umgebenden Mediums auf die Bewegung eines
Korpers, die Schallausbreitung in Luft, sowie die Kreisbewegung von Fliissigkei-
ten als Antwort auf die Descartessche Wirbeltheorie. Dieses Buch ist der Beginn
der Hydrodynamik. Das dritte Buch ist dem von Newton so benannten System
der Welt, also dem Planetensystem (inklusive der jeweiligen Monde) gewidmet; es
begriindet die Himmelsmechanik. An das zweite Buch anschlieend beschiftigt
sich Newton im dritten Buch auch mit der Gestalt der Erde und mit der Er-

5Ch. Huygens (1629-1695), hollindischer Mathematiker und Physiker.




klarung der Gezeiten. Wir gehen nur auf die Thematik des ersten und des dritten
Buches ein.

Ein zentrales Problem der Principia ist der Zusammenhang zwischen Bahn-
form und Kraft. Allgemein bekannt sind wohl die Ellipsenbahnen der Planeten
um die Sonne sowie die Parabelbahnen von Geschossen und die Gesetze des freien
Falls von Kérpern auf der Erde®. Aus dem 1. Keplerschen Gesetz — die Planeten-
bahnen sind Ellipsen, die Sonne als Kraftzentrum befindet sich in einem Brenn-
punkt der Ellipse — berechnet Newton die Gravitationskraft (sogenanntes direktes
Problem): Sie ist invers proportional zum Abstandsquadrat. Er zeigt auch, dafl
fiir Parabel- und Hyperbelbahnen ebenfalls ein solches Kraftgesetz folgt. Diese
drei Typen von Kurven werden als Kegelschnittlinien bezeichnet. Eine eindeutige
Antwort auf die umgekehrte Fragestellung, das sogenannte inverse Problem: Sind
die Bahnen der Gravitationskraft stets Kegelschnittlinien, oder gibt es weitere
Bahnformen? gibt er nicht. Eindeutige Antworten darauf wurden in den Mittei-
lungen von J. Keill (1708) mittels der Fluxionenrechnung und von Joh. Bernoulli,
J. Hermann sowie P. Varignon mit Hilfe der Analysis, alle drei im Jahre 1710,
erbracht: Es gibt nur Kegelschnittlinien als Losung.

1.2 Newtons Himmelsmechanik

Die Gravitationskraft wurde aus der vereinfachenden Idealsituation von nur zwei
Korpern erschlossen. Es gibt aber deren unendlich viele, die mit ihren Massen
Kréfte verursachen und auf Kraft reagieren, sodafl eigentlich die gleichzeitige
Wechselwirkung vieler Kérper, ein sogenanntes Mehrkorperproblem, vorliegt. Da
aber die Sonnenmasse ca. 300.000mal so grof ist wie die Gesamtmasse der Pla-
neten, waren Keplers Gesetze und dann Newtons Gravitationsgesetz sehr gut
erfiillt. Bei genaueren Beobachtungen stellte man aber fest, dafl die Bahnen der
Planeten und ihrer Monde nicht fest gegeniiber dem Fixsternhimmel sind: es gibt
sogenannte Ungleichungen. Um diese zu genau zu bestimmen, miiite man den
gravitativen Einfluf} aller Planeten und deren Bewegung gleichzeitig berechnen.
Wenn diese Rechnungen mit der Beobachtung iibereinstimmen, dann kénnte man
eigentlich erst sagen, dafl das Gravitationsgesetz Newtons giiltig ist. In der Praxis
kann man sich nur mit Ndherungen behelfen. So untersuchte schon Newton das
Dreikorpersystem Sonne-Erde-Mond. Auflerdem iniziierte er durch seine Theo-
rie der Gezeiten (nach den falschen Theorien Galileis und Descartes) und der
Gestalt der Erde (als resultierend aus der Rotationsbewegung der Erde und dem
Umstand, daf die Erde kein starrer Kérper ist”) viele Beitrige zu diesen Themen;
darunter sind auch Beitrdge von Euler (z.B. zur Gestalt der Erde: E529 in Opera
omnia II, 30 und E619 in Opera omnia II, 31). Newtons Mondtheorie (Principia,
Buch III, Proposition XXII ff.) baut auf die Proposition LXVI, Buch I, auf, in

6Hier hat Galilei durch seine Gesetze vom freien Fall die Grundlagen geschaffen.
"Die Frage war: Ist die Erde entlang der Rotationsachse abgeplattet oder elongiert?



der die Bewegung von drei Kérpern behandelt wird, deren Kréfte proportional
zum Inversen des Abstandsquadrates sind.

Von der dritten Auflage der Principia erschien 1739-42 eine von T. LeSeur
und F. Jaquier kommentierte Ausgabe, die nicht nur wegen der Kommentare,
die teilweise schon die neue Mathematik verwenden, interessant ist, sondern auch
wegen der Verweise auf Arbeiten zur Mechanik. Im dritten Band ist Eulers Arbeit
iiber die Gezeiten abgedruckt, und im zweiten Band, der dem zweitem Buch der
Principia entspricht, wird mehrfach auf Eulers erste Mechanik hingewiesen.

2 Die neue Methode: die Analysis

Ungefahr gleichzeitig zur Principia entwickelten Newton und Leibniz ihre Theori-
en der unendlich kleinen Anderungen von GréBen, die Fluxionentheorie (&) bzw.
den Differentialkalkiil (dz). Die Vorstellungen von Newton und Leibniz sind zwar
unterschiedlich, die beiden Methoden sind aber dquivalent. Letzten Endes hat
sich die Leibnizsche Version durchgesetzt, wohl weil sie abstrakter ist, leichter
in Algorithmen verwendet werden kann und sie besser zum neuen Funktionsbe-
griff, der von Euler erarbeitet wurde, pait. Heute nennen wir dieses Gebiet der
Mathematik Analysis.

2.1 Pierre Varignon (1654-1722)

Abbildung 2: Pierre Varignon (1654-1722)

In den Darstellungen der Geschichte der analytischen Mechanik kommt der
Name Varignon nicht vor. Bekannt war hingegen sein Buch iiber die Statik der
Kréfte, "Projet d’une nouvelle mechanic’, Paris 1687. Auch in unserer Zeit werden



seine Beitrdge zur analytischen Mechanik noch eher gering geschétzt (Costabel,
Fleckenstein®). Zu Unrecht, denn Varignon war der erste, der mit seinen ”"Re-
geln” allgemeine Bewegungsgleichungen in analytischer Form angegeben und auf
eine Reihe von speziellen Problemstellungen angewendet hat, u.a. auf das inverse
Problem.

Schon im Jahr 1700 hat Pierre Varignon als Mitglied der Pariser Akademie
der Wissenschaften mit Erfolg die neue Mathematik auf die Newtonschen Ge-
setze angewendet. Gelernt hat er die Theorie der unendlich kleinen Grofien von
Johann Bernoulli indem er an dessen Unterweisungen fiir Guillaume Frangois An-
toine ’'Hospital (1661-1704) teilnehmen konnte. Fiir die Bewegung entlang eines
Korpers einer geraden Linie stellte Varignon in seiner Mitteilung an die Pariser
Akademie Mani¢re générale de déterminer les forces, les vitesses, les espaces,
& les tems, une seule de ces quatre choses étant donnée dans toutes sortes de
mouvemens rectilignes variés a discrétion’, Mémoires de 1’Academie royale des
Sciences, Paris 1700, pp. 22-27, zwei ”allgemeine Regeln” fiir die Anderung der
Geschwindigkeit v durch die Kraft y auf:

1. Regel:
dx

dt
in Leibnizscher Schreibweise und v = 4 bei Newton®. x ist Position
des Korpers auf der Geraden zur Zeit ¢. Die momentane Geschwindig-
keit v ist das Differential dz, d.i. der unendlich kleine Ortsunterschied
(wahrend der infinitesimalen Zeitspanne dt), dividiert durch die Zeit-
spanne, das Differential dt.

2. Regel:

(%

_dv

=

Diese ist die erste allgemeine Bewegungsgleichung in Form einer Differential-
gleichung. In der Form dv = ydt erkennt man das 2. Newtonsche Ge-

setz wieder: Die Anderung dv der Geschwindigkeit ist gegeben durch

die Kraftwirkung y wéhrend der infinitesimalen Zeitspanne dt. (vgl.
Anhang).

Y

8P. Costabel, Pierre Varignon et la diffusion en france du calcul différentiell et intégral,
Université de Paris 1965

J.O. Fleckenstein, Pierre Varignon und die mathematischen Wissenschaften im Zeitalter des
Cartesianismus, Archives Internationales d’Histoire des Sciences, 5,76(1948)

9Diese Regel tritt bereits bei Leibniz als ”allgemeines Prinzip” auf. Fiir Varignon ist sie ein
wesentlicher Punkt in seiner analytischen Darstellung; heute ist sie selbstverstandlich.

Fiir die Anhénger der Fluxionenrechnung ist die Identifikation v = & leichter, weil fiir sie die
Bewegung eine Punktes = eine Linie, den Fluenten, erzeugt und & die Wachstumsgeschwindig-
keit ist, mit der die Linie erzeugt wird.



Die heute verwendete Form dieser Regel:

dv
F=m i
Die Masse m tritt bei Varignon nicht auf; sie ist in seiner Kraft y enthalten:
y = F/m.

Mit der zweiten Regel leitet Varignon aus dem Galileigesetz, welches besagt,
dal das Quadrat der erreichten Geschwindigkeit proportional zur Fallhohe ist,
das Kraftgesetz fiir die Schwerkraft auf der Erdoberfliiche her!®.

Noch im selben Jahr erweiterte Varignon seine Regeln in zwei Abhandlungen
auf die krummlinige Bewegung eines Korpers unter dem Einflul einer Zentralkraft!!:

1. Regel:
ds
v=—
dt
2. Regel:
_ dsdv
Y= Tarar

hier ist s die Wegldnge entlang der Bahn und r der Abstand des
Korpers vom Kraftzentrum (der Faktor ds/dr kommt von der Pro-
jektion der Kraft auf die Bahn s (r)).

Diese Regeln verwendet er zur Bestimmung der Kraft aus der Bahn fiir mehrere
Bahnformen, u.a. fiir Ellipsen mit dem Kraftzentrum im Fokus (Planetenbahnen
— Gravitationsgesetz) bzw. im Mittelpunkt (rdumliches Pendel — Hookesches
Gesetz).

2.2 Jakob Hermann (1678-1733)

Wie Euler und die Bernoullis stammt Jakob Hermann auch aus der Basler
Schule. Er veroffentlichte 1716 seine 'Phoronomia’ (s. Literaturverzeichnis), de-
ren Inhalt an die beiden ersten Biicher von Newtons Principia anschliefit. Dabei
verwendet Hermann teilweise die neue Mathematik, aber zur Herleitung von Be-
ziehungen beniitzt er noch immer weitgehend Newtons geometrische Methode.
Eulers Beurteilung des Werkes wird unten zitiert.

Nach allgemeinen Betrachtungen iiber Kréfte und die Bewegung im Vakuum
gibt Hermann im ersten Buch die grundlegende Bewegungsgleichung fiir die ge-
radlinige Bewegung ohne Hinweis auf Varignon an (sonst verweist er haufig auf

10Fine andere Form dieses Gesetzes ist: Der Zuwachs an Geschwindigkeit ist proportional zur
verstrichenen Zeit.

"Eine Zentralkraft hat ein Kraftzentrum. Die Stiirke der Kraft hingt nur vom Abstand vom
Zentrum ab. Sie wirkt nur in radialer Richtung beziiglich des Zentrums. Die Gravitationskraft
ist eine Zentralkraft, z.B. beim Planetensystem mit der Sonne als Kraftzentrum.

7
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Abbildung 3: Die Titelseite von J. Hermanns Phoronomia

Varignon): Ein Kérper mit Masse m und Geschwindigkeit u = dz/dt bewegt sich
unter dem Einflu einer Kraft g gem#f!?

dt = mdu : g.

Spéter leitet er fiir die krummlinige Bewegung unter dem Einfluf} einer Zentral-
kraft fiir elliptische und hyperbolische Bahnen das 1/r%- Gesetz der Gravitati-
onskraft her (direktes Problem). Danach 16st er das inverse Problem und findet
die Kegelschnitte als Losungsbahnen.

3 Eulers Mechanik

Von den vielen Beitrdgen zur Mechanik von Korpern werden nur die beiden
Hauptwerke, die sogenannte erste Mechanik "Mechanica ... analytice exposita’,
1735 (E15-16 in Opera omnia II, 1-2) und die zweite Mechanik 'Theoria motus
corporum solidorum ..., 1765 (E289 in Opera omnia II, 3-4) vorgestellt. Die vielen
kiirzeren Abhandlungen sind in den Opera omnia II, 5-9 zu finden.

Fiir Eulers mathematische Fihigkeiten, speziell auf dem Gebiet der Analysis,
bietet die Newtonsche Mechanik ein breites Feld der Anwendung. Dies trifft vor

2Diese Originalform der Schreibweise widerspiegelt den bei Hermann noch stark vorhandenen
Einflufl von Newtons Rechenmethode. Varignon war schon emanzipierter.



allem auf die erste Mechanik, die Mechanik von Punktteilchen, zu. In der zweiten
Mechanik, der Theorie der starren Korper, treten zur analytischen Behandlung
wesentliche, neue physikalische Beitrdge hinzu. In der Himmelsmechanik erweist
er sich als einfallsreich bei Ndherungsrechnungen zur Losung des Dreikérperpro-
blems.

In seiner ersten Mechanik steht eindeutig die neue Mathematik im Vorder-
grund, auch bei der Argumentation wie er selbst feststellt; die physikalischen
Grundlagen sind jene Newtons. Weiters ist zu bemerken, dafl es eine — nicht
nur bei Euler vorhandene — Unklarheit der physikalischen Begriffe (Kraft der
Trégheit, Unterschied zwischen Druck und Kraft) gibt. Die physikalischen Be-
griffe sind erst im Entstehen; obwohl er wiederholt den Energiesatz aufschreibt,
erkennt er dessen Bedeutung nicht, sondern sieht ihn nur als Variante der Bewe-
gungsgleichung an. Die Erhaltung der Energie, insbesondere der kinetischen, die
zu Eulers Zeiten noch als vis viva bezeichnet wird, ist bei ihm kein Thema. Auch
sein mathematisches Werkzeug manchmal noch unprézise (z.B. schreibt Euler dz
wo ddz stehen sollte; vgl. Anhang).

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Entstehung der beiden Mechanikbiicher
ist Eulers Erkenntnis!:

... jene Gesetze der Bewegung, welche ein sich selbst iiberlassener
Korper, in Bezug auf die Fortsetzung der Ruhe oder Bewegung be-
obachtet, gelten eigentlich fiir unendlich kleine Korper, welche als
Punkte angesehen werden konnen.”

Danach richtet sich Eulers Programm:

” Zuerst betrachten wir unendlich kleine Kérper, welche man als Punk-
te ansehen kann. Hierauf gehen wir zu Kérpern von endlicher Grofie
iiber, welche fest sind und ihre Gestalt nicht veréindern kénnen. Drit-
tens behandeln wir biegsame Korper. Viertens diejenigen, welche eine
Ausdehnung und Zusammenziehung zulassen. Fiinftens untersuchen
wir die Bewegung mehrerer loser Korper, von denen einige verhindern,
daf} die anderen ihren Versuch sich zu bewegen ausfithren. Sechstens
miissen wir die Bewegung fliissiger Kérper behandeln.”

Nur den ersten und zweiten Punkt seines Programmes hat Euler in Buchform
behandelt, zu einem Teil auch den fiinften in der Himmelsmechanik und den
beiden Abhandlungen iiber die Mondbewegung. Zu den anderen Punkten gibt es
zahlreiche kiirzere Arbeiten.

13Alle Zitate aus den beiden Mechaniken Eulers entstammen der Ubersetzung der beiden
Mechanikbiicher von Wolfers (vgl. Literaturverzeichnis). Auch die Verweise auf bestimmte Pa-
ragraphen beziehen sich auf diese Ubersetzung.



3.1 Eulers erste Mechanik
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Abbildung 4: Die Titelseite der von Wolfers iibersetzten und mit Anmerkungen
versehenen ersten Mechanik

Eulers erste Mechanik!® ist eine analytische Behandlung der Bewegung ei-
nes Korpers, der als Punkt gedacht wird'®. Euler wendet die Analysis in einem
Reichtum an Beispielen an und 16st viele Differentialgleichungen und Integrale;
viele davon vermutlich als Erster. Er arbeitet das Newtonsche Programm fiir die
Bewegung eines Korpers in umfassender Weise analytisch aus. Er habe das Ganze
so verfafit, ”dass jeder, welcher in der Analysis des Endlichen und Unendlichen
hinreichende Uebung erlangt hat, alles mit bewunderungswiirdiger Leichtigkeit
verstehen und das ganze Werk ohne alle Hiilfe durchlesen kénne.”

Bis auf die Einteilung in Kapitel sind beide Teile kaum thematisch struktu-
riert. Innerhalb der Kapitel sind die Lehrsdtze und Beweise, die Aufgaben und

14Mechanica sive motus scientia analytice exposita, 2 Biande; deutsche Ubersetzung: Leon-
hard Eulers Mechanik oder analytische Darstellung der Wissenschaft von der Bewegung mit
Anmerkungen und Erlduterungen herausgegeben von Dr. J. Ph. Wolfers, Erster Teil, Greifswald
1848 (E15A); Zweiter Teil, Greifswald 1850 (E16A).

5Der Grund dafiir: Ein ausgedehnter Kérper kann auch Drehbewegungen durchfiihren; diese
sollen erst in er zweiten Mechanik untersucht werden.

In spéterer Sprechweise: Man betrachtet nur die Bewegungen eines reprisentativen Punktes
des Korpers, z.B. des Schwerpunktes.

10



die Losungen sowie die Zuséitze einfach aneinandergereiht; dadurch wird das Le-
sen und das Verstdndnis erschwert. Sie erinnern ein wenig an Schullehrbiicher
der Mathematik mit ihren fortlaufend numerierten Aufgabenstellungen. Von den
vielen Aufgaben, die den Umfang des Werkes ausmachen, sind nicht wenige eher
akademischer Natur — sie machen den Eindruck, daf} sie nur wegen des Rechnens
gestellt wurden — und andere wieder sind nur mathematisch interessante Spe-
zialfille von allgemeineren Fragestellungen. Dies bestétigt Eulers Inhaltsangabe
des vierten Kapitels des ersten Teiles: ”Obgleich man in der Natur ausser dem,
dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen, Widerstande keinen anderen
wahrnimmt, habe ich doch auch andere beliebige Krifte des Widerstandes behan-
delt; theils um desto mehr Aufgaben in Betreff der Bewegung im widerstehenden
Mittel aufzulésen, theils und hauptsédchlich um Gelegenheit zu erhalten, mehrere
vorziigliche Rechnungsbeispiele anzufiihren.” Dieses Ubergewicht der Mathema-
tik ist wohl eine Folge von Eulers Freude iiber die Leistungsfahigkeit der neuen
Analysis.

3.1.1 Erster Teil: Die uneingeschrinkte Bewegung eines Punktes

In der Vorrede bezieht sich Euler nebst Newton auf Varignon und Hermann als
Vorgénger. Dabei scheint er Varignons Beitrége fiir die Pariser Akademie, insbe-
sondere jene von 1700, nicht zu kennen. Er erwdhnt nur Varignons Buch iiber
die Statik, dem Gleichgewicht von Kriften. Merkwiirdig ist nur, dafl er spéter
Bernoullis Losung des umgekehrten Problems erwdhnt, die auch in den Berichten
der Pariser Akademie erschienen ist. In den Mémoires de 1’Académie royale des
Sciences hétte er auch auf einen der vielen Beitrdge Varignons stoflen miissen.
Aber vermutlich hatte Euler Kenntnis von Bernoullis Mitteilung von Bernoulli
selbst.

Hermanns Phoronomia schétzt Euler als Werk, ”in welchem die Lehre von der
Bewegung fiir sich allein, und mit so vielen und grossen Erfindungen bereichert,
abgehandelt” ist. Allerdings wird die eigentliche Mechanik zugunsten der Hy-
drostatik und Hydraulik ”zu kurz und zu abgeschnitten” behandelt. ” Auflerdem
aber hat er ... alles nach Art der Alten mittelst synthetisch geometrischer Beweise
behandelt und die Analysis, durch welche man zu einer vollstdndigen Erkenntnis
dieser Dinge gelangt, nicht angewandt. Auf &hnliche Weise sind auch Newtons
mathematische Principien der Naturlehre, durch welche die Wissenschaft der Be-
wegung den grofiten Zuwachs erhalten, abgefasst.” Mittels dieser Methode erhélt
allerdings der ”Leser ... keine hinreichend klare und bestimmte Kenntnis”. Euler
illustriert dann die Problematik der Newtonschen (und Hermannschen) Vorgangs-
weise in trefflicher Weise aus eigener Erfahrung:

"Werden dieselben Fragen nur ein wenig abgeéndert, so wird er [der

Leser| sie mit eigenen Kréften kaum beantworten kénnen; wenn er
nicht zur Analysis seine Zuflucht nimmt, und dieselben Sétze nach
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der analytischen Methode entwickelt. Diess war gerade bei mir der
Fall, als ich anfing, Newton’s Principien und Hermann’s Phorono-
mie zu studiren, wo ich zwar die Auflosung vieler Arbeiten geniigend
verstanden zu haben glaubte, allein solche Aufgaben, welche nur ein
wenig verschieden waren, nicht auflésen konnte.”

Ganz verschwunden sind die Proportionen Newtons auch in Eulers Darstellung
noch nicht.

Der Korper als Punkt Das Konzept eines mathematischen Punktes mit der
Eigenschaft Trégheit (d.i. letzten Endes: Masse) zu besitzen tritt erstmals bei
Euler auf. Zwar unterscheidet schon Newton zwischen Teilchen und Korpern,
aber iiber die Bedeutung dieser Unterscheidung 148t er den Leser im Unklaren.
Aus der Vorrede von Eulers 'Mechanica’:

”... die Bewegung der Korper von endlicher Grésse [kann| nicht er-
klart werden, wenn man nicht zuvor die Bewegung von Punkten, aus
denen man sich die Kérper zusammengesetzt denken muss, ... Diese
Abhandlung iiber die Bewegung von Punkten ist daher die Grundlage
und der Haupttheil der ganzen Mechanik, ...”

Uber dieses Konzept spéttelt Lichtenberg!S:

”In einem Buch von der Tanz-Kunst konnte erstlich die Kreatur als ein
Punkt betrachtet werden, die noch keinen Hintern, noch keine rech-
te und linke Hand hat, so wie Herr Euler die Mechanik abhandelt.”
(Lichtenberg, Heft B 28)

In der zweiten Mechanik verwendet Euler statt der Punkte (infinitesimale)
Elemente des betrachteten Korpers; sein Konzept ist nicht ganz jenes der heuti-
gen Punktmechanik. Zur Grundlage eines philosophisch-naturwissenschaftlichen
Systems wurde der mit der Eigenschaft der Trigheit (Masse) versehene Punkt als
grundlegende Entitéit der Materie erst von Boscovich!” gemacht. In der einleiten-
den Zusammenschau seiner 'Theoria philosophiae naturalis’, Wien 1758, schreibt,
Boscovich iiber sein System, welches er dem Newtonschen und Leibnizschen ge-
geniiberstellt, dafl die Materie unverénderlich ist und aus Punkten, die einfach,
unteilbar, ohne Ausdehnung und getrennt voneinander sind, besteht. Die Punkte
sind in einem enormen Vakuum verstreut. Jeder dieser Punkte hat die Eigenschaft
der Trégheit: Zwischen den Punkten gibt es eine wechselseitige, aktive Kraft, de-
ren Richtung und Stérke vom Abstand abhéngt. Fiir Euler sind die Punkte eher
mathematische Objekte, nicht realitdtskonstituierende Dinge.

16G. Ch. Lichtenberg (1742-1799), Physiker in Gottingen.
I"R. Boscovich (1711-1787), geb. in Ragusa (Dalmatien), Jesuit
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Der Hauptteil Zunichst, im ersten Kapitel ” Von der Bewegung im Allgemei-
nen”, gibt Euler eine Einfithrung in die Begriffe, welche den Bewegungszustand
eines Punktes kennzeichnen. Er fithrt den (absoluten) Raum ein und definiert
absolute und relative Bewegung. Bei ihm kann sich auch der Raum bewegen (!),
wéahrend Newtons Ansicht hier differenzierter ist. Fiir Euler existiert die Zeit ein-
fach; sie erfordert keine néhere Erldauterung. Die Grundlagen der Bewegung sind
vielfach wiederholend und breit dargelegt (die einleitende Zusammenfassung der
Punktmechanik in der zweiten Mechanik ist wesentlich systematischer). Zunéchst
fithrt Euler die Anderung des Bewegungszustandes nur auf eine ” dussere Ursache
(causa externa)” zuriick und zitiert erst im § 68 das zweite Newtonsche Gesetz.
Dabei tritt das erste Mal der Begriff der Kraft'® als Ursache der Anderung des
Bewegungszustandes auf. Die danach folgende Definition der Kraft der Triagheit
(vis inertiae):

"Die Kraft der Trégheit ist jene allen Kérpern innewohnende Fahig-
keit, entweder in Ruhe zu verharren, oder ihre Bewegung gleichférmig
in gerader Linie fortzusetzen.”

ist in dieser Form ungeniigend (und ohne Konsequenz). Das Wort Kraft hat hier
eine andere Bedeutung als z.B. im zweiten Newtonschen Gesetz; das spiirt auch
Euler und stellt spéter fest'?: ”Die Kraft der Trigheit ist mit keiner andern Kraft
gleichartig”. Diese Begriffsungenauigkeit betrifft nicht nur Euler; sie hélt noch
lange an?. Die Kraft der Trigheit tritt zwar schon in der Erliuterung zur 3.
Definition, Buch I, der Principia auf, nur ist Newton préziser: Er fiigt hinzu, daf}
ein Koérper diese Kraft nur bei der Anderung seines Zustandes ausiibt. Bei einer
spateren Erwahnung der Kraft der Tragheit fiigt Euler auch diesen Zusatz hinzu.

Im Kapitel II, ”Von der Wirkung der Krifte auf einen freien Punkt”, geht
Euler auf den Begriff der Kraft und der Masse ein. Zu Beginn steht gleich eine
merkwiirdige Definition der Kraft?': ”Eine Kraft ist die Gewalt [!], welche einen
Korper von der Ruhe zur Bewegung bringt,” oder die Bewegung verédndert. Daran

8Hier verwendet Euler in der 'Mechanica...” nach Newton den Ausdruck vis’. Es ist vielleicht
bemerkenswert, daff Euler in seiner ersten Mechanik mit Ausnahme der Kraft der Tragheit stets
den Ausdruck 'potentia’ (oder ’causa externa’) und in seiner zweiten Mechanik "vis’ als Bezeich-
nung einer Kraft wiahlt. Hermann verwendet in der "Phoronomia’ den Ausdruck ’solicitatio’ fiir
den Begriff Kraft.

9In seiner zweiten Mechanik nimmt Euler Abstand vom Begriff Kraft. Er korrigiert sich: ”
Thre Weise weicht sicher im hochsten Grade von derjenigen ab, nach welcher, wie wir kiinftig
zeigen werden, Kréfte wirken. Damit nun hieraus keine Verwirrung hervorgehe, werden wir
das Wort Kraft fortlassen und diese Eigenschaft der Korper einfach Trégheit nennen.” In der
"Anleitung zur Naturlehre’ fithrt Euler dafiir den Begriff ” Standhaftigkeit” ein, der sich aber
nicht durchgesetzt hat.

20Heute unterscheidet man zwischen Impuls und kinetischer Energie. Die Kraft der Triigheit
wird durch den Satz von der Erhaltung des Impulses ersetzt.

21Die Definition 10 der Kraft lautet im Original: ” potentia est vis...”. Was Euler wohl damit
gemeint hat?
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schliefit Euler in eigener Formulierung die Inhalte des ersten und zweiten New-
tonschen Gesetzes. Auch die Richtung einer Kraft, die wichtig bei der Zusammen-
setzung von Kriften ist, fiihrt er ein und verweist dabei auf die Behandlung von
Kriften in der Statik. Wichtig ist fiir Eulers Ableitung der Bewegungsgleichung
der Galileische Satz??, da8 die "Incremente der Geschwindigkeiten den Zeiten,
in welchen sie erzeugt werden, proportional sind.” Er zeigt auch, dafl die irrige
Ansicht, nach der die Geschwindigkeitszuwéchse proportional zum durchlaufenen
Weg proportional sind, zu keiner Bewegung der Korper fithren wiirde (vgl. im An-
hang den Fall n = 1 bei Hermann). Dann geht Euler daran, den Begriff der Masse
einzufiihren; er gibt dabei teilweise seine Vorstellungen von Materie preis (seine
Uberlegungen sind etwas unklar und ungeordnet formuliert). Zundchst nimmt
Euler an, daf§ die von Kréiften angetriebenen Punkte eine ”GréBe”?® haben (ohne
ndher zu erlautern was er mit dieser ”Grofe” meint; es stellt sich im Laufe der
Darstellung heraus, dafl die ”Grofle” letztlich die Masse ist). AuBerdem will er
unter Punkten keine ”mathematischen, sondern physische verstehen, durch deren
Zusammensetzung die Koérper entstehen. Wir kénnen uns nun zwei oder mehrere
zusammengewachsen denken und erhalten so einen Korper, welcher zwar grosser
als ein einfacher Punkt ist, aber doch unendlich klein bleibt.” Sodann formuliert
er 7die Grundlage zur Bestimmung der Kraft der Tragheit” in dem Theorem:
”Eine Kraft ¢ iibt auf einen Punkt b dieselbe Wirkung aus, wie eine Kraft p auf
einen Punkt a, wenn ¢ : p = b : a.” In diesem Theorem wird den Punkten a bzw.
b implizit eine Eigenschaft — vermutlich ist es die gerade eingefiihrte ” Grofle” —
zugewiesen, die ebenfalls mit a bzw. b bezeichnet wird?*. Setzt man ¢ = np und
b = na, dann ergibt sich: ”Der Punkt na erlangt durch die Kraft np dieselbe
Beschleunigung?®, als a durch p.” bzw. in Worten: ”Um einem gréfieren Punk-
te dieselbe Geschwindigkeit, wie einem kleineren zu ertheilen, bedarf man einer
grosseren Kraft und zwar einer desto grosseren, je mehr jener Punkt diesen an
Grosse iibertrifft.” Aus seinem Theorem folgert Euler?®, ”dafl in der Mechanik die
Materie oder die Masse der Korper in Betracht genommen werden muss. Man hat
namlich die Zahl der Punkte zu beachten, aus denen der zu bewegende Korper
zusammengesetzt ist und die Masse des letzteren ihr proportional zu setzen. Man
muss aber solche Punkte als gleich annehmen, auf welche dieselbe Kraft gleiche
Wirkung ausiibt, nicht aber die, welche gleich gross sind. ... die Menge der Materie
eines Korpers [miissen wir] nach der Zahl der Punkte aus denen er zusammenge-
setzt ist, abschitzen”??. Daraus zieht er den Schluf, dafl die Menge der Materie

22 Auch Newton verweist auf diesen Satz.

2Im lateinischen Originaltext ist dies eine Verschiedenheit (diversitas), die fiir ein gegebenes
Verhéltnis [der Krifte?] groBer oder kleiner sein kann.

24Etwas spiter stellt Euler explizit fest, daB er die Masse genau so bezeichnet wie den Punkt.

25Hier tritt das erste Mal der Begriff der Beschleunigung (acceleratio) auf.

26Die Vorteilhaftigkeit von Eulers Vorgehensweise zuerst iiber eine ” GréBe” mathematisch zu
spekulieren und diese hernach (und nicht sofort) Masse zu nennen, ist nicht leicht einzusehen.

2THier scheint das Bild Eulers von der festen Materie folgendes zu sein: Es gibt Punkte
unterschiedlicher Masse; diese setzen sich aus unterschiedlichen Anzahlen elementarer Punkte
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zweier Korper, also deren Masse, gleich ist, wenn sie aus gleich vielen Punkten
zusammengesetzt sind. Der Lehrsatz ”Die Kraft der Tragheit jedes Korpers ist
der Menge der Materie, woraus er besteht, proportional” fithrt zusammen mit
Galileis Satz schlieflich auf das Bewegungsgesetz in analytischer Form. In Eulers
Bezeichnung: Wenn die Kraft p in Richtung der Bewegung (d.i. die Richtung der
momentanen Geschwindigkeit) des Punktes mit Masse A und Geschwindigkeit ¢
wirkt, dann gilt

p
dc =n=dt
A
oder, wenn man die universelle Proportionalitidtskonstante n zu Eins fixiert?®,
dc
— =p/A.
o =P/

Aus dieser Gleichung leitet Euler den — von ihm nicht als solchen bezeichneten
— Energiesatz cdc = npds/A ab®. Er macht aber keinen Gebrauch davon; er
sieht in ihm blof} eine Variante der Bewegungsgleichung. Eulers manchmal etwas
ungliickliches Bestreben, neue Erkldrungen zu Newtons knappen Definitionen und
Gesetzen zu liefern, fithrt beispielsweise beim Versuch das Additionstheorem der
Krifte®® zu erldutern zu Bildern und Begriffen, die einer kritischen Untersuchung
nicht standhalten. Er schreibt von der Teilbarkeit von Punkten, fithrt unendlich
grofle Kohésionskréfte ein, um die getrennten Teile der Punkte wieder zusammen-
zufithren und ersetzt die Kohésionskraft kurz darauf durch eine ”wiederherstel-
lende Kraft”, welche ”imaginir und unbestimmt3!” ist. Diese Kraft wirkt dann,
wenn man sich einen Punkt in zwei (gleiche) Teile zerlegt denkt, gem#f dem
Theorem (Lehrsatz): ”Befinden sich zwei getrennte Teile eines Punktes in b und
d, so werden sie durch die wiederherstellende Kraft im Schwerpunkt ¢ der Teil-
chen b und d wieder vereinigt”. Diese Begriffe und Vorstellungen sind wohl nur
mehr von historischem Interesse.

zusammen. Solche elementare Punkte stehen aber im Gegensatz zu Eulers wiederholt geduflerter
Auffassung, dafl die Materie unendlich teilbar ist.

28Buler withlt einen anderen Weg. Er vergleicht immer wieder die aktuelle Kraft mit der
Schwerkraft, was dazu fiihrt, daf§ die Schwerkraft bzw. die Erdbeschleunigung ¢ auch dort
auftritt, wo sie nichts zu suchen hat (beispielsweise bei der kriftefreien Bewegung oder der
Zentrifugalkraft). Dies kommt auch in der Wahl des Mafles der Geschwindigkeit zum Ausdruck:
Statt der Geschwindigkeit ¢ verwendet er auch haufig die einem Punkt zukommende Hohe v;
das ist jene Hohe, die ein Korper fallen mufl, um die Geschwindigkeit ¢ zu erreichen. Das ist
bei der Lektiire seiner Punktmechanik und seiner Mechanik der starren Korper zu beachten.

2Vgl. dazu Varignons Form von Newtons Proposition XXXIX in Buch I der Principia (s.
Anhang).

30Bulers Losungsansatz bei der Diskussion des Effektes einer zweiten Kraft im §146 verstoSt
gegen den auch von ihm festgehaltenen Umstand, dafl gegebene Krifte gegebene, feste Rich-
tungen haben. Sie kénnen daher im Allgemeinen nicht so angeordnet werden, wie von ihm
gefordert.

31Dies diirfte ein Ubersetzungsfehler sein. Im lateinischen Original heiBt es ”infinita” also
unendlich.
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Die Darstellung der physikalischen Grundlagen in den beiden ersten Kapitel
ist keine Meisterleistung Eulers. Abgesehen von der langatmigen, vielfach wieder-
holenden Darstellung®? sind manche seiner Erlduterungen nicht sehr gegliickt. Die
beiden ersten Kapitel wiren besser durch die entsprechenden Teile der Principia
und die Varignonsche Ableitung der Bewegungsgleichung zu ersetzen. Die grofie
Leistung Eulers fiir die analytische Mechanik ist die bereits erwéhnte Anwendung
der Differentialrechnung in vielen Aufgaben und Beispielen in den folgenden Ka-
pitel der Mechanik.

In Kapitel III stellt Euler Losungen fiir die geradlinige Bewegung fiir ver-
schiedene Krifte vor. Zuerst untersucht er fiir den freien Fall bzw. einer iiber-
all konstanten, gleich gerichteten Kraft verschiedene Fragestellungen ausfiihrlich.
Danach studiert er die lineare Bewegung fiir Zentralkrifte?? "welche die Kérper
in irgend einem vielfachen Verhéltnis der Abstdnde” von dem Mittelpunkt der
Kréfte anziehen; die Bewegung wird also von einer Kraft, die proportional zur n-
ten Potenz des Abstandes ist, beeinflufit. Seine Diskussion ist etwas umstédndlich
und miithsam zu verfolgen; das Fehlen einer Koordinatenachse entlang der Linie
der Bewegung wirkt sich insbesondere bei der Diskussion der Kraft, die ja eine
gerichtete Grofle ist, aus (vgl. Anhang). Die Bewegung in solchen Zentralkriften
analysiert Euler unter mannigfaltigen Aspekten und fiir verschiedene Werte von
n. Unter anderem untersucht er das Verhalten der Losung im Kraftzentrum; es
héangt von n ab. Dabei korrigiert Euler eine ’Jugendsiinde’ in seiner Abhandlung
'Dissertatione physica de sono ..., Basel 1727 (E2 in Opera omnia III, 1). Im
Anhang dieser Arbeit befinden sich sechs Thesen; die dritte stellt zunédchst die
Frage: Lafit man einen Stein in einem Kanal durch den Erdmittelpunkt fallen,
was passiert im Erdmittelpunkt? Wird er dort verbleiben, iiberschreitet er den
Mittelpunkt oder wird er reflektiert? Euler neigt der letzten Moglichkeit zu:.
Diese Frage beantwortet er in der ’Mechanica’ nun richtigerweise dahingehend,
dafB ein solcher Kérper iiber den Mittelpunkt hinaus sein Bewegung fortsetzt®S.
Aber unmittelbar davor findet man eine neue problematische Interpretation sei-
ner Rechnung: Im Falle der Gravitationskraft, n = —2, behauptet Euler, dafl
der (mit unendlicher Geschwindigkeit) eintreffende Koérper vom Kraftzentrum
reflektiert wird. Dabei denkt Euler eventuell an einen sehr schweren Korper im

32Wolfers, der Ubersetzer, bemerkt vor seinen Anmerkungen: ”... um mich moglichst streng
dem Wortlaut des Originals anzuschliessen, [musste ich] mich bisweilen weitlédufiger ausdriicken,
als ich von freien Stiicken gethan haben wiirde.”

33Bei Euler Centripetal- bzw. Centrifugalkriifte; diese Bezeichnung wird teilweise noch heute
verwendet.

34Galilei hat diese Fragestellung mehrmals in seinem "Dialog’ (1632) behandelt und richtig be-
antwortet. Es ist verwunderlich, dass Euler davon anscheinend keine Kenntnis hatte. (G. Galilei,
Dialog iiber die beiden hauptséichlichsten Weltsysteme, das ptoleméische und das kopernika-
nische, Nachdruck der fjbersetzung von E. Stauss (1891), Wissenschaftliche Buchgesellschaft,
Darmstadt 1982)

35In diesem Fall ist, das hat schon Newton gezeigt, die Kraft proportional zum Abstand von
Kraftzentrum, d.h. n = 1.
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Kraftzentrum, an dem der eintreffende Korper elastisch zuriickgestreut wird; in
der Rechnung kommt der streuende Korper allerdings nicht vor. Diese Uberle-
gung wire auflerdem nicht vereinbar mit Eulers Ansicht, dafl man ” ... hier mehr
der Rechnung, als dem Urteil vertrauen ...” mufl. Zum Schlufl dieses Kapitels
widmet sich Euler dem inversen Problem der ErschlieBung der Krifte aus den
Gesetzmaéfigkeiten der Bewegung entlang einer Geraden.

Die Thematik des vierten Kapitels, die geradlinige Bewegung eines Punktes3®
im widerstehenden Medium, schlie$t an das zweite Buch der Principia an. Die Wi-
derstandskraft des umgebendem Mediums (Gas oder Fliissigkeit) ist eine Funkti-
on der Geschwindigkeit des Punktes (Korpers), z.B. ist der Widerstand proportio-
nal zum Quadrat der Geschwindigkeit. In Fliissigkeiten, bei niedrigeren Geschwin-
digkeiten, ist der Widerstand meist proportional zur Geschwindigkeit selbst und
in Gasen, bei hoheren Geschwindigkeiten, eher zum Quadrat der Geschwindig-
keit. Die Losungen dieser beiden Fille sind beliebte Aufgaben der theoretischen
Mechanik. Auf Details der Eulerschen Untersuchungen in diesem Kapitel gehen
wir nicht ein. Sie haben, wie schon angemerkt, Erwdhnung in den Kommentaren
von LeSeur und Jaquier zum zweiten Buch der Principia gefunden.

Das Kapitel V beschiftigt sich mit der krummlinigen Bewegung im leeren
Raum. Euler zerlegt — in heutiger Sprechweise — die einwirkende Kraft und die
"Tragheitskraft’ mdv/dt in der momentanen Position des Punktes in Komponen-
ten tangential und normal zur momentanen Bewegungsrichtung. Die Ableitung
ist nicht so klar wie bei Varignon. Nach langer Rechnung bekommt Euler die Moi-
vresche Form der Gleichung?” fiir die krummlinige Bewegung in der festen Ebene,
in der die Bewegung unter dem Einfluf} einer Zentralkraft ablauft (2. Keplersches
Gesetz; Newtons Proposition I, Buch I der Principia). Diese Beziehung kann man
in beiden Richtungen lesen und so fiir eine konkrete Situation — gegebene Bahn
oder gegebene Kraft — das direkte oder das inverse Problem l6sen. Euler 16st das
inverse Problem fiir eine Zentripetalkraft, die dem Quadrat des Abstandes um-
gekehrt proportional ist. Seine Ableitung der Ellipsengleichung kénnte auch in
einem modernen Buch der Mechanik stehen; die mathematische Form ist gleich
geblieben.

3.1.2 Zweiter Teil: Die Bewegung entlang einer Linie oder auf einer
Fliche

Der zweite Teil der ersten Mechanik ist zur Génze der Bewegung eines Punktes
gewidmet, dessen Bahn durch eine Bedingung eingeschriankt ist: der Bewegung

36Hier ist der Punktbegriff etwas problematisch, da der Widerstand proportional zur wirksa-
men Oberfliche ist.

3"Die Moivresche Bahngleichung enthilt geometrische Grofien wie den Anstieg der Tangente
und den Kriimmungsradius; diese miissen erst durch die Koordinaten und deren Differentiale
ausgedriickt werden. Die von Varignon verwendete Gleichung verwendet direkt die Anderung
der Koordinaten; sie ist einfacher.
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entlang einer gegebenen Linie oder auf einer vorgegebenen Fléiche, sowohl im Va-
kuum als auch im widerstehenden Medium. Die Bewegung eines Korpers kann
namlich nicht nur durch Kréfte beeinflufit werden, sondern auch durch Bedingun-
gen eingeschréinkt sein. Beispiele dafiir sind die Bewegung in einem Kanal oder
die Pendelbewegung. Eulers Methode der Einbeziehung solcher Bedingungen in
die geometrische Darstellung der Bewegung weisen den Weg fiir eine systemati-
sche Anwendung der allgemeinen Bewegungsgleichungen in solchen Féllen. Auch
hier zeigt sich Eulers Priferenz fiir die mathematische (anstelle der physikali-
schen) Argumentation und die zu seiner Zeit vorhandene Ungenauigkeit der erst
entstehenden physikalischen Begriffe. Dies driickt sich beispielsweise in seiner In-
terpretation des Druckes auf die Vorrichtung, welche die Bewegung entlang einer
Linie oder Fliche erzwingt, aus®. Wieder tritt der (heute so benannte) Energie-
satz auf, ohne besonders gewiirdigt zu werden.

Im ersten Kapitel werden die physikalischen und vor allem die mathemati-
schen Grundlagen fiir die in den {ibrigen drei Kapitel vorgefiithrten Aufgaben fiir
die Bewegung eines Punktes auf einer Kurve und auf einer Fléache dargelegt und
erarbeitet. Euler zerlegt die wirkende Kraft in eine zur Bahn, die jetzt durch
die Bedingung vorgegeben ist®, tangentiale Komponente und eine senkrechte;
wirksam ist nur die tangentiale Komponente®?. Dieser Teil zeigt was die Diffe-
rentialgeometrie fiir die Mechanik leisten kann. Euler begniigt sich nicht nur mit
der mathematischen Form der gegebenen Bedingungen, er iiberlegt auch wie die
Bedingungen realisiert werden kénnen. Es folgt ein wesentliches Theorem fiir die
auf eine Linie eingeschrinkte Bewegung®!: Ein sich selbst iiberlassener Kérper,
der sich reibungsfrei entlang einer Linie bewegt - also z.B. einmal angestofien
wurde - behilt stets dieselbe Geschwindigkeit, ”wenn nur zwei beliebige zusam-
menhédngende Elemente jener Linie nirgends einen Winkel von endlicher Grofie
mit einander bilden.” (wenn die Linie also ’glatt’ ist). In moderner Sprechweise:
Die kinetische Energie des Korpers ist konstant. Im Beweis verwendet Euler eine
fragwiirdige, mathematische Argumentation fiir den zur Bewegung senkrechten
Druck um versténdlich zu machen, warum sich die Geschwindigkeit des Korpers
nicht &ndert.

Der § 29 ist sehr interessant, weil er Eulers Kraftvorstellung enthélt: ”... hier
haben wir auseinander gesetzt, wie aus der Bewegung Kréfte entspringen. Da-
gegen kann man sich nicht vorstellen, wie Krifte ohne Bewegung bestehen oder
erhalten werden kénnen??. Wir schliessen daher, dass alle Krifte, die wir in der

33Uberhaupt unterscheidet Euler nicht zwischen Kraft und Druck. So setzte er die Zentrifu-
galkraft einem Druck gleich. In der modernen Physik ist Druck eine Kraft pro Fliche.

39Bei der Bewegung unter dem Einflul einer Kraft alleine war es die Komponente parallel
zur Bewegungsrichtung, die allerdings erst bestimmt werden muf3.

40In spiterer Terminologie: die senkrechte Komponente wird durch die Zwangskraft, d.i. die
Kraft, welche den Korper auf der gegebenen Linie hélt, kompensiert.

41 Allerdings darf sich die Linie nicht mit der Zeit verindern; diesen Fall betrachtete Euler
nicht.

42Diese Ansicht paBit nicht zu dem auch von Euler anerkannten Konzept des Gleichgewichts
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Welt wahrnehmen, aus der Bewegung hervorgehen; ...”. Der letzte Satz deckt sich
mit Eulers Interpretation der Schwerkraft als Druck des Athers.

Das Kapitel wird durch die Diskussion der Bewegung auf einer Fléche be-
schlossen. Zuerst argumentiert Euler, dafl auch auf der Oberfliche der Betrag
der Geschwindigkeit bei einer freien Bewegung konstant bleibt, da ja die Ein-
schrankung geringer ist als bei der Bewegung auf einer Kurve. Und schliellich
beweist er den zentralen Satz der Bewegung auf einer Fliache: Ein Korper auf
den keine Kréfte wirken bewegt sich auf einer geodétischen Kurve, d.i. jene Kur-
ve zwischen zwei Punkten, fiir die der Weg am kiirzesten ist. Danach wird die
mathematische Darstellung der Geodéten erarbeitet: Unter Anwendung seiner
Differentialgeometrie bestimmt er allgemein die Gleichungen fiir die Geodéten
einer Fliche®.

In den iibrigen Kapitel befinden sich dann zahlreiche Aufgaben zur Bewegung
auf einer Linie oder einer Fliche: Weil historisch interessant, erwéhnen wir hier
nur die Aufgaben zur isochronen** Bewegung, die schon das zentrale Thema in
Huygens Buch iiber die Pendeluhr war.

Hunds Beurteilung?®, dal Eulers Mechanik ”ein ausfiihrliches, leicht fafliches
Lehrbuch der einfachen Mechanik” ist, entspringt wohl einem Enthusiasmus fiir
Eulers unbestrittene Verdienste. Er hilt aber auch fest, daf3 die Behandlung neu
ist, nicht die physikalische Grundlage. Abschlieend meint Hund: ” Aber heute
hat man kiirzer gefafite Lehrbiicher der Mechanik.”

3.2 FEulers zweite Mechanik

Eulers Theorie der Rotationsbewegung des starren Kérpers®® war ein we-

sentlicher Schritt in der Entwicklung der Mechanik?”. Damit verbunden war
die Einfithrung neuer Begriffe. Euler wendete die Bewegungsgleichungen seiner
Punktmechanik auf die Elemente eines Korpers an und leitete so Gleichungen

von Kréften in der technischen Mechanik.

43Diese Gleichungen liefern nicht automatisch die kiirzeste Linie, sondern nur im Kleinen
bzw. lokal; ein entsprechender Nachweis ist zusétzlich erforderlich.

44Dije Dauer dieser periodischen Bewegung ist unabhingig von der Auslenkungsamplitude.

45F. Hund, Geschichte der physikalischen Begriffe, B.I. Wissenschaftsverlag, Mannheim 1989

46> Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum’, 1765; deutsche Ubersetzung: 'Leonhard
Eulers Theorie der Bewegung fester oder starrer Kérper’ mit Anmerkungen und Erlauterungen
herausgegeben von J. Ph. Wolfers, Greifswald 1853, (E289A).

47In Lagranges 'Mecanique analytique’ wird Eulers Theorie nur kurz erwihnt. Lagrange ver-
weist auf seine Mitteilung aus dem Jahr 1773 und erwahnt dabei Eulers Satz iiber die Haupt-
tragheitsmomente. Umgekeht erwihnt auch Euler in der Ergénzung fiir die zweite Auflage der
zweiten Mechanik (1790 posthum erschienen) diese Mitteilung Lagranges und bedauert, daf} es
ihm nicht gelang ”alle seine Rechnungen zu durchdringen. ... [und] wegen meiner mangelhaften
Augen auf keine Weise hoffen kann, alle analytischen Kunstgriffe, deren er sich bedient hat, zu
durchforschen.”
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Abbildung 5: Die Titelseite der zweiten Mechanik

fiir die Rotationsbewegung her. Diese Gleichungen hielt Euler fiir ein neues, un-
abhingiges Prinzip?®; diese Unabhingigkeit ist aber, schon auf Grund der Her-
leitung, nicht gegeben. Die Gleichungen Eulers sind aber besser geeignet die Ro-
tationsbewegung zu beschreiben.

3.2.1 Die Einleitung

Ehe Euler die Rotationsbewegung eines Korpers behandelt, gibt er in der ”Ein-
leitung enthaltend notwendige Erlduterungen und Zugaben zur Bewegung von
Punkten” eine Zusammenfassung der Punktmechanik, in der er die Bewegung
eines Massenpunktes nicht mehr auf ein begleitendes Koordinatensystem wie in
der ersten Mechanik bezieht, sondern er verwendet ein festes, kartesisches Koor-
dinatensystem. Er erhélt damit drei Gleichungen von &hnlicher Gestalt:

ddx Ap ddy ANq¢ ddz Ar

a2 T A A2 T A dr T A

hier ist A die Masse des Punktes (Korpers), p,q,r sind die Krifte entlang der
Koordinatenachsen x,y, z und A ist eine Proportionalitdtskonstante. Ein solches

48Découverte d'un nouveau principe de mécanique, Berlin 1750, (E177 in Opera omnia II, 5).
Auch heute noch sind vor allem technisch orientierte Wissenschaftler, wie z.B. Truesdell oder
Szabo, dieser Meinung.
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Koordinatensystem hatte er bereits in seiner Mitteilung 'Recherches sur le Mou-
vement des corps célestes en général’ von 1747 (E112 in Opera omnia II, 25) an
die Berliner Akademie der Wissenschaften eingefiihrt?®. Diese Gleichungen sind
die Urform der heute am haufigsten verwendeten Komponentendarstellung der
grundlegenden Bewegungsgleichung der analytischen Mechanik (vgl. Anhang).
Fiir Euler ist diese Bewegung entlang der Achsen zwar "nur erdacht” sie kann
aber ”als wirkliche Bewegung” betrachtet werden. Zu den Vorteilen dieser Koor-
dinatendarstellung bemerkt er:

” ... da ich dieses Hiilfsmittels in den fritheren Theilen der Mechanik

nicht bedient habe, bin ich dort auf sehr verwickelte Rechnungen ver-
fallen.”

Obwohl der Titel der Einleitung die Behandlung der Bewegung von Punkten
verspricht, verwendet Euler nur den Begriff Korper. Als wesentliche Eigenschaft
eines Korper sieht er die Undurchdringlichkeit an; diese verhindert, daf} sich zwei
Korper oder ihre kleinsten Elemente an einem Ort befinden kénnen. In diesem
Zusammenhang tritt der Ausdruck ”Elemente oder korperliche Punkte” auf, of-
fensichtlich als Teile eines Korpers, ohne aber deren Eigenschaften anzugeben. Die
Undurchdringlichkeit ist fiir Euler auch der ”Ursprung der Krifte”. Denn wegen
der Undurchdringlichkeit miissen zwei Korper beim Zusammentreffen notwendi-
gerweise eine Anderung des Zustandes erfahren und weil Zustandséinderungen von
Kréften bewirkt werden, iiben Kérper Krifte aufeinander aus. ” Die Grofle dieser
Krifte wird nicht durch die Undurchdringlichkeit, welche ndmlich nicht messbar
ist, bestimmt, sondern durch die Anderung des Zustandes, ....” Dann stellt Euler
die Frage ob alle Kréfte aus der Undurchdringlichkeit entspringen. FEuler bejaht
diese Frage, denn wenn sie in der Entfernung wirkten — solche Kréfte schreibt
Euler Geistern zu — "wére es alsdann nicht klar, wie hierdurch die Erhaltung
des Zustandes gestort werden kénnte.” Hier steht Euler auf der Seite Descartes.
Euler definiert dann als Masse oder Menge der Materie eines Korpers die Gréfie
der Tragheit, ”vermoge welcher er das Bestreben hat, sowohl in seinem Zustand
zu verharren, als auch jeder Verdnderung zu widerstehen.” Den verschiedenen
Inhalt an Materie von Korpern gleicher Gréfle erkléart er durch unterschiedlich
grofle Poren im Korper, wobei die in den Poren enthaltene Materie bei gleichem
Volumen eine viel kleinere Masse hat®®. Auf den Zusammenhang zwischen den
Punkten seiner ersten Mechanik und den Elementen des Korpers geht Euler nicht
néher ein. Die Bewegungstheorie der Punktteilchen wird einfach auf (unendlich)
kleine Korper angewendet.

49Nach Lagrange ist diese Zerlegung auf Maclaurin, A Treatise of fluxions’, 1742, zuriick-
zufithren. Nach Truesdell ("An Idiot’s fugitive Essays on Science, Springer-Verlag, New York
1984, p. 334) kommt eine solche Zerlegung der Bewegungsgleichung bei Maclaurin nicht vor —
sie ist ein auf Lagrange zuriickzuverfolgender Fehler in der historischen Darstellung — sondern
Euler hat in der angegebenen Mitteilung die Prioritét.

%0Djiese Wortwahl ist jener von Euler dquivalent und absichtlich genau so unprézise.
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3.2.2 Der Hauptteil

Im Hauptteil leitet Euler die voéllig neuen Gleichungen fiir die Drehung eines
starren Korpers her, zunéchst fiir die Drehung um eine feste Achse und dann
mit zunehmendem Komplexitatsgrad bis zur allgemeinen Drehung eines Korpers.
Ein starrer Korper ist ein solcher, ”dessen einzelne Elemente bestdndig dieselben
Absténde beibehalten”. Weiter: ”Ein starrer Korper kann demnach nur eine sol-
che Bewegung annehmen, bei welcher alle seine Punkte [!] besténdig dieselben
gegenseitigen Abstinde beibehalten; ...5!”. Insgesamt zeigt Eulers Argumenta-
tion, dafl er den starren Korper als Kontinuum betrachtet, welches man sich
gegebenenfalls in kleine Elemente zerlegt denken kann. Die Gesetze der Trans-
lationsbewegung des Korpers folgen iiber eine Proportionalitétsrelation aus der
Gesetzen der Bewegung eines Elementes und haben daher die bereits bekannte
Form. Bei der drehenden Bewegung um eine Achse geht die Bewegung des ganzen
Korpers mit Masse M aus der Summe der Bewegungen der untereinander festen
Elemente mit den Massen dM um diese Achse hervor®2. Auf diese Weise erhélt
Euler seine neuen Bewegungsgleichungen.

Schon in der Antike bekannt ist der Massenmittelpunkt, auch als Schwerpunkt
bezeichnet. Bei Euler heifit er Mittelpunkt der Tragheit; seine Lage ist durch die
Summe (Integrale) iiber die Momente der Elemente, [zdM, [ydM, [zdM, ge-
geben (vgl. Anhang). Der Massenmittelpunkt und die Gesamtmasse bestimmen
die Translationsbewegung eines Korpers. Fiir die Drehung eines Korpers mufl
Euler neue physikalische Groflen, wie z.B. Winkelgeschwindigkeit und Trégheits-
moment, entwickeln.

Der linearen Geschwindigkeit der Translationsbewegung entspricht bei einer
Drehung die Winkelgeschwindigkeit: ”Die Winkelgeschwindigkeit ist bei der
drehenden Bewegung die Geschwindigkeit desjenigen Punktes, dessen Entfernung
von der Drehungsaxe durch die Einheit ausgedriickt wird”. Anders gesagt: Wahlt
man bei einer um den Mittelpunkt rotierenden Kreisscheibe einen Punkt auf der
Scheibe, dann ist dessen Winkelgeschwindigkeit der pro Zeiteinheit zuriickgelegte
Winkel.

Der Rolle der Masse bei der Translationsbewegung spielt das Tragheitsmo-
ment bei der Rotation eines Korpers um eine Achse (oder einen Punkt). Das
Tréagheitsmoment hingt von der Massenverteilung beziiglich der Drehachse ab.
Ein einfaches Beispiel ist das Pendel einer Wanduhr: Je weiter weg die Pendellinse

51Obwohl sich zunichst prinzipiell jedes der (unendlich) vielen Elemente des Kérpers in drei
unabhéngige Richtungen bewegen kann, bleiben dem Korper wegen der Bedingung der Starrheit
nur 6 Freiheitsgrade der Bewegung: 3 der fortschreitenden Bewegung und 3 der Drehbewegung.
»2Die Gesamtmasse ist die Summe (das Integral) der Massen der Elemente:

M:/dM.

22



(genauer: ihr Zentrum) vom Drehpunkt ist, um so grofer ist das Trégheitsmoment
und um so mehr Energie ist notig, um das Pendel in Schwingung zu versetzen.
Bereits in Huygens’ ’Horologium oscillatorium’ (Die Pendeluhr, 1673) tritt das
— allerdings von Huygens unbenannt gebliebene — Trégheitsmoment auf. Eulers
Definition:

"Das Moment der Tragheit eines Korpers in Beziehung auf eine be-
liebige Axe ist die Summe aller Producte, welche entstehen, indem
man die einzelnen Elemente des Korpers durch die Quadrate ihrer
Abstédnde von der Axe multiplicirt.”

Der mathematische Ausdruck fiir das Moment der Tragheit eines Massenelemen-
tes (Punktmasse) mit der Masse dM im Abstand r von der Drehachse ist

dMr?.

Das Triigheitsmoment Ma? (Eulers Bezeichnung) eines Kérpers mit der Gesamt-
masse M ist die Summe (Integral) iiber die Massenelemente:

Ma? = / AMr2.

(Anmerkung: Ma? ist auch das Triigheitsmoment eines fiktiven Punktes mit der
Gesamtmasse M im Abstand a von der Drehachse.)

In einem Korper von beliebiger Gestalt und Massenverteilung sind die fiir
die allgemeine Drehbewegung mafigeblichen Groflen die Trégheitsmomente. Die
Entdeckung, daf} es in einem beliebigen Korper drei freie Rotationsachsen gibt,
geht auf Segner®® zuriick, der dies in seiner Abhandlung ’Specimen theorie turbi-
num’, Halle 1755, veroffentlichte. Dies wurde auch von Euler anerkannt®. Euler
zeigt, daB fiir einen Korpers von beliebiger Gestalt und Massenverteilung diese
von ihm als "Hauptaxen” (der Tragheit) bezeichneten Achsen, untereinander or-
thogonal sind und ein natiirliches, fest mit dem Korper verbundenes kartesisches
Koordinatensystem mit dem Massenmittelpunkt als Ursprung bilden. Unter den
Achsen, die durch den Mittelpunkt gehen gibt es némlich fast stets (ausgenom-
men z.B. eine homogene Kugel) Achsen fiir die das Tridgheitsmoment maximal
bzw. minimal ist. Diese beiden Achsen stehen senkrecht aufeinander. Zusammen
mit der Achse, die senkrecht auf die beiden vorigen Achsen steht, bilden diese
drei Achsen besondere Koordinatenachsen, eben die Hauptachsen. Die Trégheits-
moment beziiglich dieser Hauptachsen werden heute als Haupttrigheitsmomente
eines Korpers bezeichnet; sie bestimmen die Art und Weise der Rotation eines

53]J.A. Segner (1704-1777), Mathematiker, Nachfolger von Ch. Wolff an der Universitit Halle.

54Giehe dazu die Einleitung zur *Theoria motus ..."” von W.J. Karsten und den Beitrag von
G.K. Mikhailov ’Euler und die Entwicklung der Mechanik’ in den Abhandlungen der Akademie
der Wissenschaften der DDR, Jahrgang 1985, Nr. 1N, p. 64.
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Korpers. Das Tragheitsmoment um eine beliebige Achse 1d8t sich durch diese
Haupttrigheitsmomente ausdriicken®. Die freie Drehung eines Kérpers um eine
dieser drei Achsen bleibt zeitlich unverdndert (Kapitel VIII; um eine beliebige
Drehachse ist die Drehung komplizierter). Die Stabilitdt der Drehung um eine
solche Achse wurde erst spiter untersucht. Nur um die Achsen des grofiten und
kleinsten Tréagheitsmoments ist die Drehung stabil, wihrend sie um jene mit dem
mittleren Trégheitsmoment instabil ist: Selbst wenn es gelungen ist den Kérper so
in Drehung zu versetzen, dafl er genau um diese Achse rotiert geniigt ein winziger
Stofl um ein Wobbeln des Korpers herbeizufiihren.

Die Gleichung fiir die Rotationsbewegung um eine feste Achse: Analog
zum analytischen Bewegungsgesetz fiir die gerade Translation eines Massenpunk-
tes

dv
@W_F
7
gilt fiir die Rotation um eine vorgegebene Achse®®
dw
I— = N;
dt ’

das Gesetz ist hier in moderner Bezeichnung angegeben, darin ist I das Tréagheits-
moment beziiglich der Drehachse, w die Winkelgeschwindigkeit um die Drehachse
und N das Drehmoment der wirksamen Kraft?”. Aufgaben dazu werden von Euler
in Kapitel VII, ”Von der schwingenden Bewegung schwerer Korper”, gelost.

Der Hohepunkt des Buches ist das Gesetz fiir die allgemeine Rotation eines
starren Korpers, der in diesem Zusammenhang als Kreisel bezeichnet wird. Die
Rotationsbewegung ergibt sich aus den Eulerschen Kreiselgleichungen (Kap.
XV) fiir die 3 Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im System der Haupt-
tragheitsachsen; in Eulers Schreibweise:

c? —b? 29 Pdt
dr + s yzdt = Va2

a? — c? 29Qdt
dy + ® rzdt = Ve

55Das Tragheitsmoment um solche Achsen ist um die Masse multipliziert mit dem Quadrat
des Abstandes der Achse vom Mittelpunkt grofier. Somit findet man bei Euler bereits den
Steinerschen Satz! Der Satz von Steiner geht nach allgemeiner Auffassung auf Jakob Steiner
(1796-1863), einen Schweizer Mathematiker zuriick.
56In Eulers Notation:
VvV gdt?
“ T Tr2an

Hier ist V f das Moment der Kraft. Das Auftreten der Erdbeschleunigung ¢ wird gleich bei den
allgemeinen Kreiselgleichungen erléutert.

5"Wenn die Kraft F, welche auf das Massenteilchen wirkt, senkrecht auf die Drehachse steht,
dann ist das Drehmoment gegeben durch den senkrechten Abstand f der Drehachse zur Kraft:
N = fF, sonst trigt nur die senkrechte Komponente der Kraft zum Drehmoment bei.
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v — a? 2gRdt

d dt =
z+ Ty M2

hier sind Ma?, Mb?, M c? die 3 Haupttrigheitsmomente, , v, z die Komponenten
der Winkelgeschwindigkeit und 2gP, 2g R, 2g() sind die Komponenten des Dreh-
moments. Der Faktor 2¢g kommt durch die Festlegung der Zentrifugalkraft mit der
Schwerkraft als Mafl zustande; die iibliche Schreibweise erhélt man, wenn man
2g = 1 setzt. Die Losungen der Gleichungen ergeben die Drehung des Koérpers
im korperfesten System der Haupttragheitsachsen. Was man aber iiblicherweise
beobachtet ist die Drehung von einem als ruhend genommenen Standpunkt au-
Berhalb des Korpers. Daher mufl man die Gréflen der Drehbewegung noch auf
das System eines solchen Beobachters transformieren.

Der mathematische Ubergang zwischen zwei Koordinatensystemen, die sich
gegeneinander drehen, erfordert u.a. zwei von Euler stammende Erkenntnisse:
Eulers Theorem und die Eulerwinkel. Eulers Theorem besagt, dafl zwei beliebig
orientierte Koordinatensysteme mit einem gemeinsamen Ursprung durch eine ein-
zige Drehung um eine bestimmte Achse ineinander iibergefiihrt werden koénnen.
Oder anders gesagt, bei der Drehung eines Koordinatensystems gibt es stets ei-
ne Linie, die unveréndert bleibt; diese ist die Drehachse. Die Verdrehung eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems gegeniiber einem anderen kann durch drei
Parameter eindeutig angegeben werden (analog zu den drei Koordinatendifferen-
zen bei der Translation eines Koordinatensystems). Eine Standardwahl sind die
drei von Euler in seiner Abhandlung 'Du mouvement d’un corps solide quelcon-
que lorsq’il tourne autour d’un axe mobile’; Berlin 1767 (E336 in Opera omnia
I1, 8), eingefithrten Winkel.

Der Massenmittelpunkt, das System der Hauptachsen und die Haupttragheits-
momente bestimmen also das Verhalten eines Korpers unter dem Einflul einer
Kraft vollstdndig. Seine resultierende Bewegung (Translation und Rotation) kann
man aus den entsprechenden Gleichungen bestimmen. Euler:

7 Auf welche Weise auch ein starrer Korper durch Krifte angetrie-
ben werden mag, so ist die augenblickliche Wirkung in diesen vier
Umsténden enthalten: erstens der Verdnderung der Geschwindigkeit
des Mittelpunktes der Trégheit [Massenmittelpunkt]; zweitens der
Verdnderung der Geschwindigkeit der Richtung dieses Punktes; drit-
tens der Verdnderung der Winkelgeschwindigkeit um die, durch den
Mittelpunkt der Trégheit gehende, Drehungsaxe und viertens der Ver-
dnderung der Drehaxe selbst.”

Die ersten beiden Veréinderungen kann man aus den Gleichungen fiir die Trans-

lation des Korpers bestimmen (falls die Translation und die Rotationsbewegung
unabhéngig voneinander sind, im Allgemeinen beeinflussen sich nédmlich die bei-

25



den Bewegungen®®; vgl. Anhang). Die dritte Veréinderung folgt aus den Euler-
schen Kreiselgleichungen und die vierte aus den Gleichungen fiir die Bewegung
der Drehachse, die hier nicht angegeben wurden. Durch diese Gleichungen wird
der Bezug zum System des Beobachters hergestellt. Euler bestimmt die Losung
fiir die kriftefreie Bewegung eines beliebigen starren Korpers (Eulerscher Fall der
Drehbewegung).

Abbildung 6: Die Drehung eines im Punkt A unterstiitzten Kinderkreisels: Die
Symmetrieachse 2’ des Kreisels bewegt sich wiahrend ihrer Drehung um die Verti-
kale z zwischen zwei Winkeln ¢; und 15, sodafl wéhrend der gesamten Bewegung
die Wellenlinie als Spur der Symmetrieachse auf einer gedachten Kugeloberflédche
entsteht.

Die Komplexitdt der Drehbewegung zeigt das Beispiel des Kinderkreisels (s.
Abb. 6). Die gesamte Drehbewegung kann man in drei Bewegungen aufteilen.
Man unterscheidet die Drehung um die Symmetrieachse des Korpers, die Nu-
tation (d.i. die Nickbewegung) der Symmetrieachse und die Prézession (d.i. die
Drehbewegung) der Symmetrieachse um den unterstiitzenden Punkt A (Abb. 6).
Diese Bewegungen kann man durch die Spur der Drehachse auf einer den Krei-
sel umgebenden Kugeloberfliche veranschaulichen. Die Spuren der Drehachse fiir
drei Varianten der Drehbewegung sind in Abb. 7 dargestellt.

Auf dem weiteren Weg der Entwicklung zur heutigen Theorie der Drehbewe-
gung eines Kreisels begegnet man den Namen Joseph Louis Lagrange (1736-1813),

58 Als Beispiel sei das Abrollen zweier Zylinder mit gleichen Abmessungen und gleicher Masse,
einer davon ein Vollzylinder der andere ein Hohlzylinder, aus gleicher Hohe auf einer schiefen
Ebene angefiihrt. Der Hohlzylinder rollt langsamer, weil er ein grofleres Tragheitsmoment be-
sitzt und daher eine gleiche Rotationsgeschwindigkeit eine hohere Energie erfordert. Weil die
Anfangsenergie der beiden Zylinder gleich ist (in der Ruhe wirkt nur die Schwerkraft), geht der
groBere Bedarf an Rotationsenergie beim Hohlzylinder auf Kosten der Translationsenergie. Die
beiden Bewegungen sind hier durch die Bedingung des Rollens gekoppelt.
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Abbildung 7: Drei Typen von Spuren der Symmetrieachse

Siméon Denis Poisson (1781-1840) und Luis Poinsot (1777-1859). Insbesondere
Poinsot hat die Beschreibung der Drehbewegung vereinfacht (s. Anhang). In der
"Théorie nouvelle de la rotation des corps’, 1852, bringt er die Kreiselbewegung in
eine anschauliche, kompaktere Form. Der freien Drehbewegung eines beliebigen
starren Korpers entspricht das Abrollen des sogenannten Trigheitsellipsoids (s.
Abb. 8), dessen Abmessungen durch die Haupttrigheitsmomente bestimmt sind,
auf einer Ebene.

Abbildung 8: Das Abrollen des Trégheitsellipsoids nach Poinsot

4 Beitriage zur Himmelsmechanik

Es gibt viele Arbeiten Eulers, die sich mit der Bewegung der Planeten und des
Mondes beschiftigen. Euler hat die auf diesem Gebiet bestehenden theoreti-
schen Ansétze mathematisch behandelt, er hat jedoch der Newtonschen Him-
melsmechanik keine neuen Vorstellungen hinzugefiigt. Die meist sehr verwickel-
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ten Gleichungen hat er sehr einfallsreich ausgewertet und dabei trickreich kleine
Groflen eingefiihrt, die eine systematische Entwicklung in einem Naherungsver-
fahren ermoglichten.

Noch 1747, 'Recherches sur le mouvement des corps celestes en general’ (E112
in Opera omnia II, 25), bezweifelte Euler die 1/72-Abhiingigkeit des Newtonschen
Gravitationsgesetzes. Daher ist es um so verwunderlicher, dafl er 1744 die Theorie
der Planeten verdftentlichte, in der er ausschliefllich Kegelschnittlinien als Bahnen
der Planeten und Kometen betrachtete. In seinen beiden Mondtheorien geht Fu-
ler wie Newton vom Dreikorperproblem Sonne-Erde-Mond aus und bestimmt die
Bewegung des kleinsten Korpers, des Mondes. In "De causa gravitationis’ (keine
Enestrom-Nummer; abgedruckt in Miscellanea Berolinensia 7, 1743, p. 360-370
und in Opera omnia I1, 31) beschiiftigt sich Euler mit der Gravitationskraft?®; die
Newtonsche, mathematische Form ist ihm zu wenig. Die Schwerkraft ist fiir ihn
eine Folge des Druckes des Athers. Seine Theorie der Rotation starrer Korper hat
er in "Recherches sur le mouvement de rotation des corps celestes’ (E308 in Opera
omnia II, 29) angewendet. Eulers Arbeit zur Erklarung der Gezeiten ’Inquisitio
physica in causam fluxus ac refluxus maris’ von 1741 (E57 in Opera omnia II,
31) wurde, wie schon erwdhnt wurde in den dritten Band von J. LeSeurs und F.
Jaquiers Ausgabe der 3. Auflage der Principia (Genf 1742) aufgenommen (E57b).
Auch mit der Gestalt der Erde hat sich Euler beschéftigt: ’Von der Gestalt der Er-
den’ (E32 in Opera omnia III, 2) enthilt allgemeine Uberlegungen zur Gestalt der
Erde, ob sie eher abgeplattet oder elongiert ist. Weitere Arbeiten dazu: 'Theoria
parallaxeos, ad figuram terrae sphaeroidicam accomodata’ (E529 in Opera omnia
I1, 30) und 'Enodatio difficultatis super figura Terrae a vi centrifuga oriunda’
(E619 in Opera omnia II, 28).

4.1 Die Theorie der Planeten

Die "Theoria motuum planetarum et cometarum’, 1744 (E66 in Opera omnia II,
28)%, besteht aus im ersten Teil aus Anleitungen zur Bestimmung der Bahn-
elemente und der Bewegung von Planeten und Kometen. In 12 Aufgaben mit
Losungen und Folgerungen werden unter der Voraussetzung, dafl die Bahnen Ke-
gelschnittlinien sind, die Sonne im Brennpunkt liegt und der Flichensatz (das
zweite Keplersche Gesetz) gilt, aus Beobachtungsdaten die Bahnelemente (d.s.
die Bestimmungsstiicke) berechnet. Im zweiten Teil werden seitenlang die Bah-
nen des Kometen von 1680/81 (des Kirchschen Kometen) und des Kometen von
1744 (des Klinkenbergschen Kometen) berechnet. Fiir den Kometen von 1680/81
erhilt Euler aus den angegebenen, tabellierten Beobachtungsdaten als®' ”Bahn

%Vgl. auch: K. R. Nick, Kontinentale Gegenmodelle zu Newtons Gravitationstheorie, Ph. D.
thesis, Frankfurt 2001

60°Theorie der Planeten und Cometen’ von Johann Freyherrn von Paccassi iibersetzt, 1781
(E66A)

61Zitat aus der Paccassi-Ausgabe.
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Abbildung 9: Die Titelseite der deutschen Ubersetzung der *Theoria motuum
planetarum et cometarum’

des Cometen eine sehr eccentrische, und der Parabel nahe kommende Ellypse”
und eine Umlaufszeit von 170,77 Jahren. Beim Kometen von 1744 sind die Da-
ten unzureichend und Euler kann die Bahnellipse nicht berechnen, daher geht
er von zwei Annahmen iiber die Entfernung des Kometen aus, die sich um 5%
unterscheiden, und berechnet fiir beide Fille die Bestimmungsstiicke einer stark
elliptischen (eventuell sogar hyperbolischen) Bahn. Die berechneten Umlaufzeiten
sind entweder 41,69 oder 431,34 Jahre. Der Anhang des Werkes enthilt weitere
Aufgaben.

4.2 Das Zweizentrenproblem

Eigentlich zu den Themen der analytischen Mechanik gehorig sind Eulers Arbei-
ten iiber das Zweizentrenproblem (Opera omnia II, 6):

e 'De motu corporis ad duo centra virium fixa attracti’, 1766 (E301)
e 'De motu corporis ad duo centra virium fixa attracti’, 1767 (E328)

e 'Probleme. Un corps étant attiré en raison réciproque quarrée des distances
vers deux points fixes donnés trouver les cas ou la courbe décrite par ce
corps sera algébrique, résolu par M. Euler’, 1767 (E337).
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Die Bewegung eines Korpers in zwei festen Kraftzentren, die sich in einem gege-
benen Abstand befinden, ist eine sehr anspruchsvolle Aufgabe der analytischen
Mechanik. Wie Euler aber in den Einleitungen dieser Arbeiten erwéhnt, stellt
dieses Problem eine Vorstufe zum Dreikorperproblem dar, das er ausfiihrlich in
seinen Mondtheorien untersucht. Das Zweizentrenproblem ist von besonderem
Interesse, weil es — in der Hierarchie zunehmender Komplexitat — das letzte soge-
nannte integrable (vereinfacht gesagt: analytisch 16sbare) System ist%?; das ’echte’
Dreikorperproblem ist im Allgemeinen nicht mehr analytisch 16sbar. In der ersten
und dritten Arbeit bestimmt Euler die Bahn fiir die Bewegung des Korpers in
einer festen Ebene in der auch die beiden Zentren liegen, wobei die dritte Arbeit
kompakter und systematischer abgefafit ist. Euler findet, dafl die Bahngleichungen
fiir gewisse Werte der Parameter algebraischer Natur sind. In der zweiten Arbeit
&8t Euler auch eine rdumliche Bewegung des Korpers zu. Nach Euler wird das
Zweizentrenproblem mit Hilfe der Hamilton-Jacobischen Form der analytischen
Mechanik sehr elegant und iibersichtlich gel6st werden.

4.3 Die beiden Mondtheorien

Die beiden Mondtheorien, "Theoria motus lunae exhibens omnes ejus inaequa-
litates’, 1753 (E187 in Opera omnia II, 23), und *Theoria motuum lunae, nova
methodo pertractata una cum tabulis astronomicis,..., 1772 (E418 in Opera om-
nia II, 22), sind analytische Ausarbeitungen des Newtonschen Programmes das
System Erde-Mond im Schwerefeld der Sonne zu untersuchen. In beiden Theori-
en gelingt es Euler durch die Einfithrung von geschickt gewéhlten Koordinaten —
den Abweichungen von den mittleren Bahnen — dieses nicht exakt losbare System
mit Ndherungsverfahren zu behandeln, die sowohl eine klare Systematik als auch
gute Konvergenzeigenschaften aufweisen. Die beiden Arbeiten unterscheiden sich
durch die verwendeten Koordinaten, in der zweiten Theorie sind es die besser
kontrollierbaren kartesischen Koordinaten, und durch die Ndherungsmethode. In
beiden Werken sind umfangreiche Mondtafeln das Resultat.

5 Analytische Theorien der elastischen und fliissi-
gen Korper

Durch Abgehen von der Bedingung der Starrheit der Korper gelangt man entwe-
der zum elastischen Korper oder zum fliissigen Korper. Sowohl die Elastizitéts-
theorie als auch die Hydrodynamik sind eine eigene Disziplin geworden. Die Dar-
stellung der Beitrige Eulers auf diesen Gebieten geht iiber den gesetzten Rahmen
hinaus. Fiir, allerdings wissenschaftliche, Einfiihrungen sei auf die Zusammenfas-

62Im Allgemeinen ist die Losung nur als Integral darstellbar, welches niherungsweise oder
numerisch berechnet werden kann.
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sungen von Truesdell zu den nachfolgend erwdhnten Bénden der Opera omnia
verwiesen: Elastizitdtstheorie: Serie II, Bde. X und XI/1; XI/2; Hydrodynamik:
Serie II, Bde. XII und XIII, mit den einleitenden Bemerkungen Truesdells. Trues-
dells Wertungen sind dabei mit grofer Vorsicht zu behandeln (s. z.B. Truesdells
Beurteilung von Lagrange, Bd. XI/2, p. 411), sein historisches Wissen ist unbe-
stritten grof3.

Nachwort

Weiterfiithrende Literatur sind vor allem die einfithrenden Kommentare der
Binde der Opera omnia, die im Literaturverzeichnis angegeben sind. Uberhaupt
nicht beriicksichtigt wurden Eulers Beitréige zur Statik der Krifte (vgl. Opera
omnia II, Vorwort von Bd 3: Eulers Plan zur Statik und Bd 4: Fragment der
Statik) und iiber mechanische Maschinen.

6 Physikalisch-mathematische Anmerkungen

6.1 Varignons zweite allgemein Regel

Varignons einleitende Uberlegungen in der Mitteilung an die Akademie (Mém.
Paris 1700, pp. 22-27) sind etwas umsténdlich; sie sind nur aus seinen vorange-
henden Arbeiten heraus versténdlich. Fiir die Ableitung sind sie nicht wesentlich,
daher ist die folgende Darstellung etwas verkiirzt. Aulerdem sind einige der fol-
genden Gleichungen eigentlich Proportionalitédtsrelationen aber wie bei Varignon
werden Proportionalititskonstante weggelassen; sie konnen in die Wahl der Ein-
heiten absorbiert werden.

Ein Korper bewegt sich entlang der z-Achse; sei dx die Distanz, welche mit
gleichférmiger Geschwindigkeit

v =dx/dt

(1. Regel) wéhrend des Zeitelementes dt zuriickgelegt wird. Wegen der Kraft y
dndert sich aber die Geschwindigkeit um dv. Sei nun ddz (= d*z) die Zunah-
me der Entfernung, die von der Zunahme dv der Geschwindigkeit wéahrend dt
herriihrt, dann folgt aus der 1. Regel dv = ddxz/dt (Varignon ist hier genauer als
Euler in seiner 1. Mechanik). Wegen des 2. Newtonschen Gesetzes ist

dv = ydt

oder
ddz = ydt*

und es ergibt sich die Relation
_ddx [ dv
Y= T
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(2. Regel).
Varignon wendet diese Regel u.a. auf den freien Fall an. Das Galileische Gesetz
besagt, dafl

r =%

somit ist dz/dt = \/x oder z = t*/4 und daher folgt aus der allgemeinen Regel:
Y= 5

(eigentlich g/2, wo g die Erdbeschleunigung ist, aber Konstante wurden gleich
Eins gesetzt).
Varignon bemerkt auch, daf die beiden Regeln die Beziehung

ar =2
v )
ergeben; daraus folgt
ydr = vdv

und weiters )

v
Ao =
/yx 2

Dies ist die analytische Form von Newtons Proposition XXXIX, Buch I, in der
verlangt wird die Geschwindigkeit fiir eine gegebene Zentripetalkraft zu bestim-
men. Auch in der Mechanik Eulers tritt diese Beziehung auf, die eigentlich der
Energiesatz ist.

6.2 Hermanns Theorem

Hermann beweist im ersten Buch seiner Phoronomie mit der Bewegungsgleichung
dt = mdu : g,

daf es fiir Beziechungen zwischen Geschwindigkeit u und zuriickgelegtem Weg x
von der Form
u=2x", n positiv ganz,

keine Kraft g gibt, diese Fille also in der Realitdt nicht vorkommen (in Varignons
Analyse des Galileische Falles ist u = z'/2).

Weil du = nz"~'dz findet man fiir die Kraft aus der Bewegungsgleichung (im
Folgenden ist die Masse m = 1 gesetzt)

dz
g=na""'— =na""'u = nz* "

Damit folgt aus der Bewegungsgleichung

dt = na™ Ydz :na® ! =dx ;2™
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die Losung
t=Inx, firn=1

(das ist der von Euler betrachtete Fall) und
t=—a'"":n—1, fiir n#1;

Fiir beide Losungen ist die Fallzeit von z = 0 unendlich grofl. Hermann schlief3t
daraus, dafl diese Fille nicht moglich sind.

Fiir den Galileischen Fall einer konstanten Kraft g findet er (hier bezeichnet
er mit s die Distanz von Ausgangspunkt s = 0) die bekannte Losung

s = =t°.
2

6.3 Anmerkungen zu Eulers Mechanik
6.3.1 Erste Mechanik

Euler ist manchmal noch unsicher beziiglich des analytischen Ausdrucks und
umsténdlich bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen. Ein Beispiel fiir die
Unsicherheit ist § 118 ff, wo die Wirkung einer Kraft untersucht wird. Sei dz die
Anderung der Weges in einem ” Zeitelement” dt aufgrund einer Geschwindigkeit
c. Wirkt eine Kraft, dann &dndert sich die Geschwindigkeit und damit zusétzlich
auch der Weg. Diese Wegénderung ist ”unendlich mal viel kleiner” (vgl. auch die
Bemerkung, dafl der von einer Kraft p hervorgerufene ”kleine Weg ... proportional
zu pdt? ist”); dennoch bezeichnet Euler die Anderung des Weges mit dz und
schreibt dc = %. Korrekt ist ddz und dc = %. In seiner zweiten Mechanik
korrigiert Euler diesen Mangel; dort schreibt er, mit gednderten Symbolen: dds =
dvdt (s ist die Weglidnge).

Zur linearen Bewegung
Aus der Bewegungsgleichung dc = %dt folgt mit dt = dx/c und Multiplikation
der Gleichung mit ¢

cde = %dx.

Integriert ergibt sich der Energiesatz:

/2 = %/pd:c

(vgl. dazu Varignons Bemerkung).
Angewendet auf den freien Fall: Wenn die Kraft entlang der (vertikalen) Be-
wegung konstant ist, p = g, dann folgt aus dem Energiesatz

2 _ 297

" (4 const) .

c
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Euler driickt die Geschwindigkeit ¢ in einem Punkt der Geraden durch eine Hohe
aus: Die einem Punkt ”zukommende Hohe” ist jene Hohe v, aus welcher ein
Korper fallen muf, um diese Geschwindigkeit ¢ zu erlangen. Er definiert v durch
die Gleichung

v=c",

d.h. er absorbiert den Faktor 2g/A in die zukommende Hohe. Dieser Vergleich
tritt schon bei Huygens auf (Tractatus de motu corporum ex percussione, 1703;
deutsch: "Uber die Bewegung der Kérper beim Stof’, Lehrsatz VIII).

Das Verstdndnis der Eulerschen Untersuchungen der geradlinigen Bewegung
in Zentralkréiften, die proportional zu einer Potenz des Abstandes vom Kraftzen-
trum sind, wird durch die Einfithrung einer Koordinatenachse erleichtert. Setzt
man wie Euler fiir eine Zentralkraft mit Sitz im Ursprung einfach p o z”, dann
ist das Verhalten der Funktion 2™ fiir positive und fiir negative Werte von = zu
beachten. Aus dem Energiesatz kann die Losung leicht gefunden werden. Rein
formal folgt .

<c2 — cg) /2 = y (x”H — :cg“) .
So naiv angeschrieben, dndert die aber Kraft fiir gerade Werte von n ihren Cha-
rakter, wenn man von positiven zu negativen x-Werten geht: Fiir gerade Potenzen
n wird aus einer anziehenden Kraft auf der einen Seite eine abstoflende auf der
anderen. Noch genauer ist die Kraft bei nichtganzzahligen Exponenten zu defi-
nieren. Deshalb muf fiir eine in beide Richtungen anziehende Kraft ein anderer
Ansatz gewdhlt werden. Was Euler, geschrieben in moderner mathematischer
Sprache, eigentlich zu 16sen hétte, ist die Gleichung
d*x

o (z) |z|" = 0.

6.3.2 Die moderne Beschreibung der Bewegung des starren Korpers

Euler hatte die Vektorrechnung noch nicht zur Verfiigung, daher erscheinen uns
heute seine Ableitungen und Formulierungen in der zweiten Mechanik schwerfllig.
In moderner Schreibweise ist die analytische Form der ersten beiden Newtonschen

Gesetze der Bewegung:
d*7 7
m—— =
dt?

Z = (x1, z9, x3) ist der Ortsvektor und F = (F1, Fy, F3) der Kraftvektor bzw. das
Kraftvektorfeld F = F (Z); die bei Euler auftretende Konstante X ist in die Wahl
der Mafeinheiten absorbiert worden.

Anstatt fiir einen starren Korper ein Kontinuumsmodell zu verwenden kann
man auch das Konzept der Massenpunkte beibehalten und ihn als ein System von
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Massenpunkten mit festen Abstédnden betrachten. In einem System von Massen-
punkten, die sich wechselseitig mit Kréften beeinflussen, die dem dritten Newton-
schen Gesetz gehorchen, und auf die gleichzeitig eine Kraft von ’auflen’ einwirkt,
gilt fiir den i-ten Punkt mit Masse m;
d*z; - -
Mi—s = Lint + Feat.

Nun kann man leicht zeigen (s. z.B. Iro, A modern approach to classical mecha-
nics, World Scientific, Singapore 2002), dafl unter diesen Voraussetzungen fiir den
Massenmittelpunkt

|
S = Wi Zmi:fi, Gesamtmasse M = Zmz

mit dem Impuls P =MdS /dt die Bewegungsgleichung
dP
Y, = Fer
dt '

und fiir die Bewegung der Punkte um den Massenmittelpunkt, d.i. eine Drehbe-
wegung des Punktensembles, die Gleichung

dt
den Begriff Drehimpuls noch nicht — und ]\76“ =5 (fz — §) X Fem das gesam-

te Drehmoment der Kraft Flm beide bezogen auf den Massenmittelpunkt. Die
beiden Gleichungen sind im Allgemeinen iiber die dulere Kraft gekoppelt. Ver-
schwindet die &uflere Kraft, dann hat man unmittelbar zwei unabhdngige Groflen,
die zeitlich konstant sind:

gelten; hier ist L= >oimy (fz — 5) x 4% der gesamte Drehimpuls — Euler kennt

P und L sind konstant.

Diese Unabhéngigkeit hat Euler eventuell gefiihlt, wenn er seine Gleichung der
Drehbewegung als unabhéngiges, neues Prinzip betrachtete (E177).

Die Rotation starrer Korper
Die Berechnung des Tragheitstensors erfolgt bequemerweise in einem Konti-
nuumsmodell. Der Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) ist

§z/fmm@,
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p (Z) ist die Massendichte (Eulers dm = pd®z). Ausgezeichnete Punkte fiir die
Wahl als Ursprung des Koordinatensystems sind entweder der Schwerpunkt S
oder ein anderer, eventuell vorhandener Drehpunkt. Der Tréagheitstensor [;;

In= [ dap (@) (F60 —wimn), ik =1,2,3

ist symmetrisch (und positiv); er kann daher durch eine orthogonale Ahnlichkeit-
stransformation auf Diagonalform gebracht werden, die orthogonale Transforma-
tion stellt eine Drehung des Koordinatensystems dar. Im gedrehten System ist
der Tensor diagonal, er hat die Form

L 0 0 Ma> 0 0
I=| 0 L o= 0o M o |;
0 0 Iy 0 0 Me

die [; sind die (positiven) Haupttrigheitsmomente. Der Tragheitstensor I;; be-
stimmt die Energie der Rotation
E L I
= ZWil;gWk,
o WilikWh
und den Drehimpuls
L; = Lipwy

mit der Winkelgeschwindigkeit . Dies ist in Analogie zu den Ausdriicken fiir die
Translation zu sehen: Eipgns = %mz’;’Q und p'= m, d.h. die Winkelgeschwindigkeit
entspricht der Translationsgeschwindigkeit, & < ¥, und das Trégheitsmoment, ist
ein Mas8 fiir den Widerstand gegeniiber Anderungen des gleichférmigen Rotations-
zustandes, wie die Masse der Widerstand gegeniiber Anderungen des gleichférmi-
gen Translationszustandes ist, I;; <> m. Die Eulerschen Kreiselgleichungen sind
die Bewegungsgleichungen dE/ dt = N.u; im mitrotierenden Koordinatensystem
der Hauptachsen des Korpers.

Zur Kopplung von Translations- und Rotationsbewegung

Fiir einen auf einer schiefen Ebene abrollenden Zylinder mit Radius R, Masse
M und Trégheitsmoment [ beziiglich der Zylinderachse besteht die Gesamtener-
gie Eg.s aus der Translationsenergie und der Rotationsenergie des Zylinders sowie
dem Potential der Schwerkraft:

Eyes = Mv?/2 4+ w1 /2 + Mgz sin ;

v ist die lineare Geschwindigkeit des Zylinders, g ist die Schwerebeschleunigung,
z die aktuelle Hohe auf der schiefen Ebene und « ist der Neigungswinkel der
Ebene. Die Bedingung des Rollens

v = Rw,
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die hier die Kopplung der beiden Bewegungen bewirkt, liefert

2
Eges = % <M+I/R2) + Mgzsina.

Daraus ergibt sich, daf bei gegebener Gesamtenergie ., gleicher Masse M und
gleicher Hohe z, der Zylinder mit dem grofleren Trégheitsmoment eine kleinere
Geschwindigkeit v haben mu$.

6.4 Poinsot

Dem Trigheitstensor I kann eine quadratische Form zugeordnet werden:

3

ik=1

Wegen der Eigenschaften von I, ist die quadratische Form positiv definit und
f (Z) = const stellt daher ein Ellipsoid dar. Der kriiftefreien Rotationsbewegung
eines Korpers, d.h.

E = iwilikwk = constant

und
L; = I;,w,, = constant

entspricht ein Abrollen des Ellipsoids f (J) = 2F auf einer Ebene, welche senk-
recht auf den konstanten Drehimpuls steht und daher fest liegt.
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