
Beispiel 11c: [1
r
,p × L] =? wobei p = −ih̄∇,L = r × p. Führe Index-

schreibweise ein
pj = −ih̄∂j , Lj = εjklrk(−ih̄)∂l (1)

so erhalten wir für den Kommutator

−h̄2

[

1

r
, εjkl∂kεlmnrm∂n

]

. (2)

wenden Produktregel an

−h̄2

[

1

r
, εjklεlmn (δkm∂n + rm∂k∂n)

]

. (3)

Verjüngung von εjklεlmnδkm = −2δjn liefert

−h̄2

[

1

r
,−2∂j + εjklεlmnrm∂k∂n

]

(4)

Jetzt können wir den Kommutator ausrechnen

−h̄2

{

1

r
(−2∂j + εjklεlmnrm∂k∂n) − (−2∂j + εjklεlmnrm∂k∂n)

1

r

}

= (5)

Betrachte zweiten Term (−2∂j + εjklεlmnrm∂k∂n)1

r
, Anwenden der Produkt-

regel unter Benutzung von

∂j

1

r
= −

rj

r3
(6)

∂k∂n

1

r
= ∂k

1

r
∂n − ∂k

rn

r3
=

1

r
∂k∂n −

rk

r3
∂n −

rn

r3
∂k −

δkn

r3
+ 3

rnrk

r5
(7)

ergibt

= −2
1

r
∂j + 2

rj

r3
+ εjklεlmnrm

(

1

r
∂k∂n −

rk

r3
∂n −

rn

r3
∂k −

δkn

r3
+ 3

rnrk

r5

)

(8)

Nun versuchen wir den Ausdruck in (8) zu vereinfachen. Die Terme ∝ rmrn

fallen weg, da (symmetrisches überschoben mit antisymetrischem ergibt 0)

εlmnrmrn = 0 (9)

setzen wir (8) in (5) ein, erkennen wir, daß der 1. und 2. Term in (5) sich
mit dem 1. und 3. Term (8) wegheben

−h̄2

{

−2
rj

r3
− εjklεlmnrm

(

−
rk

r3
∂n −

δkn

r3

)}

(10)
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Schließlich erhalten wir

h̄2

{

(δjmδkn − δjnδkm)rm

rk

r3
∂n

}

=
h̄2

r3
(rjrk∂k − rkrk∂j) =

h̄2

r3

(

r(r · ∇) − r2
∇

)

(11)
wobei

εjklεlmnδkn = 2δjm, εjklεlmn = εljkεlmn = δjmδkn − δjnδkm (12)
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